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RESUME

Le probléme général de reconstituer les sighaux envoyés par un

ensemble de sources ainsi que leur disposition géomélrique est

tros difficile. -

On a abordé le probleme dans le cas simple d'un ensemble de cap-
teurs % disposiiion lindaire.

On a résclu complétement le probléme dans le cas des sources 3

1'infini et défini une disposition A4 nombre minimum d'éléments

capable d'identifier simultanément N sources.

Ensuite on a étendu les résultats aux sources 3 distance finie

au prix de quelques approximations.
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IDENTIFICATION DES SOURCES ET DES SIGNAUX
INCONNUS PAR UNE ANTENNE LINEAIRE

= INTRODUCTION

Depuis longtemps, on a cessé de considérer les antennes ré-
ceptrices comme des instruments rudimentaires, et on les re-
garde comme des appareils captant et traitant une informa-

tion- complexe,

Cette facon de voir peut entrer dans la pratique de deux ma-

ni¢res tres différentes, et en quelque sorte complémentaires

- L'antenne réceptrice doit permettre de recevoir un signal
en affaiblissant le bruit ambiant, en utilisant 3 la fois
sa structure temporelle et sa structure spatiale. Dans ce
cadre se situent les travaux de M. MERMOZ et de son école

sur les antennes adaptatives.

—~ L'antenne réceptrice doit permetﬁre de reconstituer les

signaux émis par les sources ainsi que leur géométrie.

C'est ce dernier aspect des choses que nous envisagerons ici,
et sous la forme d'une premiére étude de ce probléme treés com-
plexe. 11 existe depuis longtemps déji deux procédés classi-

ques .pour extraire cette information.

La méthode, déji ancienne, dite de la "formation de voiesy
o on explore l'espace point paf peint; on rend maximal le
gain de l'antenne pour les points explores, en adaptant g
ses capteurs des retards qui compensent les différences de
temps de propagation depuis le point étudié; la méthode ne .

tient pas compte en principe de la forme des signaux.
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Pour se libérer de la servitude de 1'exploration systéma-—
tigque, on pratique la méthode dite, asséz improprement, de
I""holographie acoustigque" applicable quahd on éclaire les
objels par une source monochromaiiquo dont ils diffuxent
le rayonnement acoustique. On peut retrouver la géométrie
des objets diffusants en faisant une invesiigation par
plans parallcles et non plus par points; le progres est

considérable % ce point de vue.

Mais on n'a pas encore traité enticrement le probloeme de
la séparation et de la reconsiitution des signaux et des
sources quand on ne sait rien de leur émission; ce qui ar-
rive évidemment quand on pratique 1l'écoute passive. Une so-
Jution générale est tres difficile & dégager. Nous étudie-
rons le cas d'une antenne linéaire, c'est % dire formée de

capteurs disposés le long d'une ligne droite.
I g

La solution est assez simple quand les sources sont tres loin-
taines, c'est & dire quand on n'a & considérer que leur répar-
tition angulaire., Nous assaierons de définir une méthode vala-
ble pour «des sources proches ou lointaines. Mais nous verrons
que les limitations dans la dimension de 1'antenne et le nom-
‘bre des capteurs introduisent des restrictions (rds sévéres

dans les possibilités d'analyse.

Les résultats dégagés sont par contre aisément extensibles &

une antenne % deux dimensions, c'est 2 dire plane.

.~ SEPARATION DES SOURCES LOINTAINES

a) Position du probléme

Nous avons donc % considérer une antenne linéaire, sur une

droite ou nous choisissons une origine 0., Par rapport
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\

cette origine, un élément est repéré par sa distance algé
brique 1, ou mieux par sa distance réduite c'est & dire

1
8 s —
c

qui a les dimensions d'un temps; ¢ est la vitesse de pro-

pagation du son.

Les sources sonores sont situées a 1'infini; la position
d'une source élémentaire est définie par 1'angle & que
forment les rayons incidents de cette source avec la nor—

male 4 l'antenne. Nous utilisons comme variable sin.?: Ua

La géométrie d'une source étendue est définie par la fonc
tion de répartition g (u) dont la signification est la

suivante

On trace un cercle centré sur le milieu de 1'antenne, de
rayon R trés grand. Le principe de HUYGHENS permet de rem-
placer la source réelle, situde i 1'extérieur de ce cer—
cle par une distribution de champ sur le cercle par une

distribution de champ sur le cercle, de la forme g (u).

On suppose qu'il existe n sources indépendantes carac-—

térisées par

a) leurs géométries, soient :
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Le rdle attribué % 1l'antenne linéaire esi de retrouver ces

2 n fonctions & partir des grandeurs mesurées.

Si on consideére un capteur ponctuel particulier, dont la
distance réduite 2 l'origine®est a, il recevra un signal

de la forme

drg1(u) S (T - au) du + ... 4d/én(u) Sn(r._ au) du

suit, si on pose au = t

by dt t/' : q‘ . dt
_/ﬂg1_§5) sy (T - 1) P t3) s, (T -1t) 3

® fe

Effectuons alors une transformation de Fourier sur la va-—

riable t, la variable conjuguée est appelée w .
. ' -t .
gi(td > Ui («) > donc g, (5) - Gj (v a)

s. (t) o Si (w)

1 v

La convolution se transforme en produit et la transformée
de Fourier de la fonction du temps mesurée par le cépteur

est :

G1'(w a) 51 (w) + vvo + G (xa) S, (m)

et on aura i considérer la forction :
(w,y) = S, (w) G1(y) . + 5 (w) 6 (y)

//ic - n " 'n

"Cette fonction est accessible % 1'expérience. 11 suffit
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pour cela de faire la transformation-de Fourier sur les
signaux recus par les différents capteurs de 1'antenne.
Un capteur dout la distance & l'origine est a, fournira
l'échantillon//“(;, mai).

b) Séparation et reconstitution de deux sources

Suppqsons qu'il existe seulement deux sources }ndépen—
dantes. Nous allons définir une antenne capable de cons—
tater la présénce de deux sources et de deux seulement,
d'effectuer leur séparation, et enfin de la reconstruire

avec leurs signaux.

Toutes ces opérations reposent sur le principe.de 1'échan
tillonnage. Nous avons des capteuré-pprCtuels qui four;v'
nissent un échantillonnage spatial deila fonction spec—
tralgAI’( w,y)considéréenNoué allons également échantil-
lonner le spectre des signaux regus, ce qui est tout &
fait 1légitime puisque ces signaux sont de durée finie.

S, (w)

i

a, Z(wo) T =(n wov) o

it

SZ (w) b1 = (wo) + ... bn_zi(n wo) + L.

Dans ces expressions

. On a supposé nulles les composantes des spectres i la

fréquence O

On a appelé @ le pas d'échantillonnage choisi

sin (w - x) :
On a posé &E(x) =——___  qui est la fonction
W - X
d'interpolation de SHANNON.
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On écrira de méme
G1 (y) = c, s (yo) + . +oC i(n yO)

62 (v) = d1 zi(yd) L. dn & (n yo)

On va supposer qu'on dispose d'un échantillonnage de la

fonction,//6QQ5 yv) en tous leés points (i s k y() s101
. : QO
et k sont des nombres entiers quelconques.
A
Y
X X X X
- - X X X X
Yo
e — X X X be
X X X X
T
I | \
0 I Wo | w
! I
e

Le diagramme ci-dessus représente les points d'échantil-

lonnage.

Dénombrefient des sources. Considérons les points d'échan-

tillonnage sur les trois premieres lignes, donc aux

points de coordonnées

2w now. )

(w 0 e o

O 2

( 'Y()’ 2 .}yo.' 3 VO )

326



(1)
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Comme la fonction mesurde est de la forme

o (w )f ee ot an-ﬂ(n &O); .o

I
fedl

i

Y

¢, 1(y0)+...+cn ~(n yo)+...

d1 ;(yo)+...+dn < (n y0)+...

(2 w

I
14 - Q? 0

(3 o 2 yo)

~0’ Yo
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to

Dans ces équations :

. leseX «¥représentent des grandeurs mesurdes donc ex-

périmentales,

les a b ¢ d représentent des grandeurs % reconstruire

On en tire immédiatement les relations

0

Y i ¥i Yk

quels que soient les nombres 1 j k.

Stil y a seulement 2 sources indépendantes, ces détermi-
nants ~oil tous nuls et inversement, les délerminants
d'ordre iaférieur ne le sonl pas tous, C'est le critére
expérimental qui permettra d'aflirmer la présence de

2 sources et'de 2 sources seulement.

Reconstitution des sources et des signaux. On peut éga-
lement faire |'analyse sur les 3 premicres colonnes du
diagramﬁe d'échantillonnage. On pourra écrire une série
de relations analoguex aux précédentes, dont les pre-

mieéres sont

. S «

RIS by odp = )
1

a ¢ b d =

2 1 = of

2 2 ] ( 2)
, _

a3 CI + 03 d] = v ( = f )
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a1 “3 - bl
a, 05 by
d} 02 b3
(2) -

a, ¢y b1
a, ¢ E b,

2 3 2
a3 c3 = b3

La nullité des déterminants

X o o
1 ; [

i K

yi 5%

est également évidente.

Il existe donc des relations lindaires de la forme

Xy = )\n <><2
n - >\n 2
POIERTRE
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ot

QKL "lk.i - A/Lﬂ!’ X

T T I
1 ' ¢
X A A*; :5 ;/{? °<3

entre les grandeurs mesurées.

La connaissance expérimentale des quantités { & = &)

(cé'B’j/') entraftne done aussitdt celle des constantes:
(A,/’) et (A, M)

Les égquations ci-dessus notdes (1) ot (2) sont alors

aisces U résoudre; leur solution est simplement

et

C.') - }\,n 024~//“ ¢ 1
t

AN ( d

dn “'} n d2»//y:1 1

On peut alors retrouver les échantillonnages définis

par les grandeurs (a b c d ).
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On a en particulier les relations

a,i 02 + bl dz = 51

lbes grandeurs a, et b1 peuvent évidemment éire cholisles
arbitrairement. On tire des relations précédentes les

nombres (01 dT) (02 d2) et on continue ainsi-

On calcule (a., b,) & partir des relations

5)

et on poursuit 1'opération.
-+

¢) Disposition minimale

Dans cette hypothese de 1l'existence de deux sources,
on peut se demander quelle est la disposition per—
mettant la séparation avec un nombre aussi petit que

possible d'éléments.

331
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IDENTIFICATION DES SOURCES BT DES STGNALX

INCONNUS PAR UNE ANTENANE LINEATRE

tillonnage. Elles sont proportionnelles aux nombres

|-

ro]~

2 3 1]

2 3 4 4 6 8

T3 3 : ° 8
3 6 9 12

>3y

-;- T)' 7 o encore

2 2 2 6 12 18 24

> 3 4

On peut donc réaliser cette antenne avec 9 éléments com-

me l'indique la figure suivante, ol on a représentéleurs

distances 1 1'origine.
, £909 © 99 4 9
0 2 34 6 8 9 12 19 24

On pourrait de la méme facon définir des dispositions

minimales pour la séparation de 3,4,.., n sources diffé-—

rentes.

d)

Information apportée par l'antenne

Les signaux examinés sont recus dans la bande (0,B)
cycles /s et pendant un temps T. Le théoreme de
SHANNON nous apprend que 1'échantillonnage des spec-—

1 )

tres peut se faire avec le passTr = 5 . Le nombre

d'échantillons de spectres dont on dispose est alors

de : 2 B T.
Avec la disposition minimale, on peut échantillonner

la structure géométrique des 2 sources en fréquences

spatiales.
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11 faut pouvoir calculer un déterminant tel que

> ‘] “2

1 v e

pour constater gqu'il est nul, et aussi pouvoir écrire

X | A2 3

.’13

X3

)

les relations de départ (3).

Ces opérations sonl possibles avec la disposition repiré-

sentée sur la ligure

5 4

Les distances des éléments
données par les pentes des

1'origine du graphique aux

333
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Pour une distance donnée a, on a les échantillons

a

g

2a
0

3a Ab

Si oon part d'un échantillonnage fréquentiel de pas %

en pulsation
f

2 “
8y
4a K
S0
ba -,

£i on part d'un échantillonnage frégquentiel de pas 2 ;O.o

ete.

On peut avoir ainsi 1'échantilionner en fréquences spa-—
tiales des 2 sources jusqu'®: la fréquence maximale amaxB
Pratiquement, on peut échantillonner les spectres des si-
gnaux recus pendant un temps T par le procédé "transfor-
mée de Fourier rapide'" et faire les calculs indiqués plus

haut, qui sont d'ailleurs simples.

IT.— SOURCEsS" OUELCONQUES

Si on a affaire % des sources seonores qui sont éten-—
dues et dont la distance = l'antenne ne peut étre considé-

rée comme infiniment grande, le probléme est beaucoup plus
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difficile. Nous considérons icl uniquement une antenne
linéaire % disposition uniforme d'éléments (s'il n'en est
pas ainsi, le probleme est comme nous le verrons assez
peu différent).Nous commencerouns par essayer de retrouver
la géométrie d'une source sonore unique el le sigual
qu'elle émet, d'aprés les données expérimentales captéc-

sur l'antenne.

a) Formulabion du problime

On dispose donc toujours d'une antenne lindaire. sur
une droite prise comme axe des ahscisses du plan. On y

choisit une origine et on trace un axe des ordonnées.

Si un point de la source a pour coordonnées X , Y , et =i
3 s

la source esl monochromatique de pulsation . le champ

recu en un point d'abscisse X sur l'antenne est de la

forme : . .

. . o Toat . . .
s1 on supprime le facteur & qui définit 1'émission
de la source.

Pour étudier une source de forme quelconque et émettant

un signal quelconque,

- on décomposera le signal en ondes monochromatiques,
c'est & dire qu'on utilisera sa transformée de Fourier

temporeiie S (),

- on effectuera une transformation de Fourier en X sur

le champ recu.
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Autrement dit; le champ recu sur ['antenne étant une
fonction F (t, X) on considére sa transformée de Fourier

bidimensionnelle ¥ ( w, u).

Pour faire cette opération, ou partira de la formuie

fondamentale (Réfdrence, p. 1T Tormule n° 866),

!
i T
!
|
|
|
1
|
|
|
!
i
>
[ |
.
jte]
o
o
r
89}
| IO

relative au couple ‘de variables (X, g).

51 on fait le changement de variable g = au la formule

devient

€ 2
- JO ab u

\/ R L

S1 on revient alors au signal émis par un point source,
on a alors la correspondance de Fourier

; iX oW
' b} . 3
—,i;\/(.\'_x )7: oy C - e
e S s C

- ————DJ() _(T YV uz-% 1} €
>

On en déduit alors facilement la forme de la transformée

de Fourier FF (.,u) évoquée plus haut.
Si S (u).est le spectre du signal émis, et

i P (X, Y ) est la fonction de répartition mesurant
S s

['émission de la surface élémentaire de source d Xg d Ys
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( Hoest un facteur complexe si différents points de la
source n'émettent pas avec la méme phase) :
iX w
- u
o . » C
7 = W 2 e
Flw,u) = § (w.)jj (1) (@1 \u? +)e ax_ ay_

expression ol Iy désigne la feacticn de Bessel ordinaire

d'ordre O.

b) Possibilités d'analyse fournie par une antenne

On suppose que l'antenne linéaire étudiéde a une lon--
gueur L et qu'elle est formée d'éléments ponctuels; deux
é1éments consécutifs sont‘séparés par une distance d.

On pose %f = n, si bien que l'antenne comporte n+ 1 cap-

teurs.

Dans notre probléme, on utilise une transformée de
Fourier bidimensionnelle FE (w, u). Si oﬁ considére une
fréquence particulieére du spectre, définie par une puli
sation w., la transformée de Fourier unidimensionnelle

0 .
F (wo, u) est connue incomplétement pour deux raisons :

- 1l'antenne a une longueur finie,

. = & 1'intérieur de cette longueur finie, on ne connaft’

la valeur de F qu'en un nombre fini de points.-

11 en résulte des restrictions importantes sur les pos—
sibilités d'analyse fournies par 1'antenne. Pour étu-

dier cette quetion fondamentale, nous ferons'apﬁel au
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au théoreme de Shannon sous la forme suivante

Si une fonction est non nulle sur un intervalle de longueur A,

sa transformée de Fourier est entidrement connue par des échan;
L3
) 2 7

A
variable conjuguée, et inversement.

tillons espacés de , 1'espacement de est relatif & la

Dans le probléme qui nous occupe, l'intervalle de variation de

X cst dgal 2'L. La variable cenjugude g peut alors &tre étudiée

N ' 2 T | . . Sy

a un pas de - et la variable u effectivement utilisee = un
pag de

c c )
T 2. __ S (no est la frégquence correspon—
0 L n_ 'L N .
_ 0 dant & la pulsatlon.mo)

Par ailleurs, la méme variable X.est échantillonnée par cons—

truction avec un pas égal & d. La variable g a alors un inter-
27

valle de variation G tel -que —é- =d ou G= 2% | La varia-
ble u a un intervalle de varlaLion égal & d
c 2 7 c
—— . e—— ou  ————-
® d Ny d

de : _.c
nod: L -
‘‘‘‘ T ="
__t__
no L

Ceci peut &tre vu d'une autre fagon. Il revient au méme de cai—
culer la transformée de Fouriér d'une fonction de X sur un in-
tervalle de longueur L et de développer la fonction en question
en série de Fourier sur le méme intervalle; les valeurs des coef

ficients qu'on obtient sont les échantillons de la transformée,
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avec le pas de SHANNON. Or on dispose des valeurs de la fone-

tion en-(n+ 1) points distincts. N : .

On peut donc développer la fonction en série de Fourier avec
n + 1 coefficients et n+ 1 seulement. Supposons, pour la com-

modité de 1'écriture que n soit pair (n = 2 p).

On développe la fonction sur :

1T L. R C
cos 2z X : (ao)
n e i
sin znX e e e (b1)
4 .
cos 2LJ1;&¥§ ... (a)
- P

Sin:z p T X_ e (bp)

Si'les n+ 1 échantillons de la fonction sont 0(0 <. Xy

on écrit les relations linédaires :

a : =
0+a1+a2+","+ap °<0

a, + a, cOS z2rd + b1 sin gizé+~-,e+apcos 22%£—+bpsihgﬁﬂﬁ;q1'

e , o

n

qui donnent un jeu et un seul de coefficignts de Fourier. La
fonction G (wo, u) est alors échantillonnée en u avec le pas:

Ay = E——E—E— et on en connait 2 pt1 =n +17échantillons.

./
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c) Analyse d'une source unique

Une source unique pourra é&tre analysée dans l'espace et

dans le temps par échantillonnage.

La formule établie & la fin du paragraphe a) nous montre

que, pour une fréquence particuliére du spec%ﬁe
: W
s 0

\ v Yoo N2, T T
’ F(mo,u) = 8 (uk)lz7°@ (XS,-S) Jog—g— YS a4+l Ve dXS dYS

Cette fonction devra &tre remplacée par un échantillonnage
c'est & dire qu'on définira un pas égal & h en X et en Y

et qu'on remplacera l'intégrale double par uae.sgmme finie
’ X e

u)o \/-—-————2 . ____'__.:\.J.‘f.u_ u
3 E & YT (=9 S c
S(wy) - i (Xj7 Yo Tolog™ Yoo Vi 1 Je
. ?

On poseravs{hplement 9 (X

Y
* Tsk

83 )= 9
Comme pﬂ)connait les échantillons de la fonction Flugo u)
pour les valeurs de u : O, + Au,... + p Au.

On devra écrire les éguations

iX oW
. ) S0 .
) \ N . _
S(u)) £ £ ¢ gk 3, (<07 Upam)2s) e b phip(, ~PAY
0. ik 0 ¢ sk c = 0
: w
‘ £ & : 29 -
S(wy) = % o g Y ) = F (g, 0)
3 k . X W
V - 22
& & W 2 c .
S{wy) o P J0 (G Ve V(pdwT + 1)e -~ =Flogpdu)

au nombre de n + 1.

On pourra écrire autant de tels systemesqu'on peut définir
d'échantillons indépendants dans le spectre de fréquenceé

du signal, soit : 2 B T comme il a été dit ci-dessus.

e/
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On aura donc finalement 2 B T (n + 1) équations pour détermi-

ner les échantillons du spectre

S ( w i) en nombre 2BT

et les échantillons @1 de la fonction de répartition. On peu@

~done connaftre 2 B T n échantillons.

Cependant, il est ceriain qu'une telle quantité d'équations
n'est pas manipulable en pratique si on ne sait rien de la
disposition de la source. I1 faut qu'elle ait été localisée
grossierement par un procédé quelconque afin que le nombre des

échantillons 3 traiter soit 1limité.

d) Séparation de sources distinctes

La séparation est possible & condition que les équations

que nous venons d'écrire socient surabondantes.

On peut obtenir la séparation par dégrossissage. On commence
par utiliser un échantillonnage ldche de la région de 1'es—
pace explorée de fagon & pouvoir se contenter d'une fraction
des 2 BT (n + 1) équations pour déterminer la géométrie

d'une source, supposée unique au départ. La solution est re-
pqrtée dans les autres; s'il y a compatibilité, on a bien

une source unique. Sinon, on suppose 1'existance de deux soura.
ces en recommengant le calcul et on pourra refaire un calcul
en diminuantla région d'espace explorée, en resserrant 1'é-

chantillonnage spatial.

Référence : G A CAMPBELL, R.M. FOSTER — Fourier Integrals —
Van Nostrand 1957, |
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