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RESUME

Le 2ruiv & et le signal S sonu des processus aléa-

Loires gaussiens, coloréds, sctavionnaires. L'observation

itrans/orme lindairement € sous i'hypoindse H, e 5+ S
sous L'hypouh&se H1 pour donner une fonction z connue nu-

mériguemenc, On donne le procédé de calcul pour déverminer,
.'expérience ayant éué réalisée, laguelle des deux hypc-

théses HO ou H,I es1 & conserver,

SUMMARY

The noise 8 and the signal S are svationary, colored
gaussian, random processes, The observation linearly trans~
iforms o or © + S under Ho hypoihesis or H1 hypothesis
respeciively and gives a function z numericaly known., An
aigoriihm is given to devermine which hypothesis H, or H1

is 10 choose, worked out an experiment,

% Ce wravail a gué effectué pour le groupe Théorie du Signal

du CETHEDEC ‘- DRAE

611



23/3 Zi;;y/

Une ppplicavion en Théorie du Signal des Cquaiions

de Filwtrage lingaire,

Denis de BRUCQ

INTRODUETION

fn vhéorie du signal, s'inwroduisenw deux hypothéses

Ho’ bruit seul, et H, signal addiitionné au bruii, entre

1
lesquelles 11 fauw effeciuer un choix, Dans cet arcvicle, nous
présenterons les équations pour effectuer un test enire les

deux nypoihéses HO et H le brui. 6 sera gaussien station-

1 ’
naire, de specire coloré, le signal 5 sera indépendant du

bruitv % aussien, statitionnaire et de specire diiférent de
’ . 9

ceiul du brui-x,

Le temps t intervient de fagon coniinue dans
R = .U, @ L. Le test s'effeciuera progressivement au cours
du temps suivant une méthode comparable & celle des tests

séqueniiels pour lesquels le temps varie de fagon discontinue,

L'observaiion s'effeciue a l'aide d'un appareillage
qui modiiie, sous l'hypoth&se HO le bruit 6, ou sous 1l'nhypo-
Lhése H,| ie signal addiLionné au bruiv € + 5, pour donner une
observation z(T), T € [D,L]. L'expérience est observée durant
un intervalle [D,tj de temps ev le résultat z(T), T € [D,L]'de
l'expérience, est connu numériquement éventuellement avec une

certaine imprécision aléatoire, Le temps d'observation L0,
s . |

n'est pas fixé ev est une inconnue du probleéeme.

Nous allons reprendre pas a pas la description du
mod&.e cnoisi, Afin de décrire mathématviquement les différencs
phénoménes aléatoires qui inverviennenct praciguement, intro-
duisons un espace de probabilité (G, a, P) et une famille crois
sanue Fl; vt € R de sous-iribus de @ , Soient alors trois
processus de Wiener (V(x), FL,P), (W), F o P) et (X(c),Ft,P)
respectivement p,p et g dimensionnel, Physiguemen: les accrois-
sements différentiels dUi(L) i21,2,4464sp ,‘dmi(t) 121,25000sp

LA

et d}(r(F), I‘:'],Z,..-,q
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représenvent 2p + q brui.s biancs indépendants,

Le brui: coloré & provient du brui: blanc dV au

moyen du systéme A sulvanc

1 t. & R wvériilane +, 7.t
g 17 72 1 2
A
L
5 (v)) = 6.(u, )+ 2 2a 6 (r)dr o+
it 2 it . 8 i, ]
J=132,¢ep .
1
o, U.(v) 1=1,2,.0.p
i1
{es coe.iiciencts a, 5 constiiuent une matrice a de constances
1y .
numéricues, Pour des coefficients o i=1,2,.6.p TLErLs NULS,

le vecieur p dimensionnel © serai: soclurion d'un sysuéme de p

équacions difrférencielles lindaires; l'aléatoire s'initrodule

comme second membre dans ce systéme,

Le brui: § provient dans de nombreuses expériences
de phénoménes physiques ancgrieurs a 1'observaiion gui n'a lied
que sur la période iD,L] C R", Nous avons inwroduii les deux
» szde R pour venir comp.e de ceute
remargue sur le bruit, Pour une situation macroscopiqgue cons-

instancts arbirraires

ranve les propriéiés statvistiques du bruit ne dépendent pas
d'une wranslavion de ltorigine des remps. Si cette proprié:é
es. véri,iée, le processus aléatoire (&(:), F , P) esc di:

siationnaire.

La soluvion générale du systéme A vauu (iBJp.86,§12)

(L2~L1)a QU<L1) .
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Filtrage linéaire,
g Denis de BRUCH

-

Par suive (8(.), FL,P) provient linéairement du processus

(v(), F o P) ev c'est un processus gaussien convinu presque
slirement ev par conséquenc également en moyenne gquadratvique
([7]p.16 lemme 15).I1 est cenird s'il existe 11€[—>w,D] tel

que £(Z(v,))=0 ce gue nous supposerons, La mairice A de cova-

1
riance se calcule aisément &8 l'aide de sa définicion @

AN A .
Ai’j(UsV> = t(&i(u) Uj(y)) i, = 1,2 ,.oup u,v € R+
soit & (u,v) = E(E(u) GW(V)). On vériiie direciement que

r{u,v)s /\,(u,u)e(\]—u)aW u iy

A(u,v)= e(u—u)a Alu,u) u =y

La ‘ami:ile A(u,v); u,v ¢ R de covariances réelles vérifie
(L3i p11) les propriéiés suivantes :
1)¥ u, v.e B  A(u,v) est une matrice définie non mégative

*
Z)V u, v.¢ R A(U9V) = A (U,U)
. ’ 2 _
3)Y i, = 1,2,;..p‘V u,v eR | Ai’j(u,u) " = Ai,i(u’U)Aj,j(V’U)

“4)Y n el vuq,uz...un eR, pour toure famille de n vecieurs

C 2 Cpr e . de RP 1'expression
% < A(uk, uh) c. S > estu positive
K:1,29u-on
h:1’2,n0.n

Regardons si les solutions du systidme A sonu stationnaires. Il
est ndcessaire quey t eR £(8(x))= m consiante; le processus

(8(+), FL,P) est cenctré et m = 0 pour tout . €R,

De m8me, la covariance A(u,v); u, v € R ne dépend que de la
difiérence v-u dans le cas stationnaire; cevte seconde pro-
priéié esv équivalencte & A(u,u) indépendante de u €R, Une so-

lution starvionnaire pour le sysctéme A s'obuient ([1] p 48)
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Denis de BRUCQO

par un procédé asympuo.ique en ‘alsan. rendre L, vers - =,

L'e et des condiitions iniiiales en ‘g diminuen. Jusgu'a dis-

paraliire ev seule reswe a la limiwve la parwie s.avionnaire
de la soluzion,

La covariance A du processus (%(.), + , P) gaussien

'

asymproiiqgue cenwTé soluvion du sysw.eme A vériile les re.a-

vions

u *
/ =T * U=
vueR A(u,u)s | e(L ) o e(| e av

-0
g1 .a covariance’A stacilonnaire vériiie
% 5

You ¢ R gaﬁﬂ(u,u) =0 =aA(u,u)+ Alu,u)a + o

Pour le processus (5(.), I ,P) swationnaire conuinu
en moyenne guadratigue de dimension p, la covariance

A(e)
/\(L)

"A(Q,u+z) posséde ([3] p 30 vn 2) la représentaiion

f+m o TET df (o) od

9

1

-

= 1,2,.,.p) vériflie

x

Fo)= (Fj,K(Of) 5 J

a).v «, o, ¢ Ra, = o, F(Q2)~F(a1) est une ma:rice définie

non négaiive

™

b)j:’]azyonop(Fj’j(*’ OO) B f‘j’j(_m> ) =

5i la covariance N es. intégrable alors F es. dérivable e

j A
v —dsK (u) = ¢ (u) gui constitue la mauvrice des
JskeTs2,.4.p du J.K

densivdés specirales de puissance des processus & J=152,44.pPs

J
Le sysié&me A comprend e cas particulier des éqgua-
P P g

vions diférenvielles pour lesquelies les noilons précédenies
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Une Applicaiion en inéorie du Signal des Eguawions de

filvrage linégair-

Denis de BRUCQ

sont plus familigres, Ainsi 1'équaiion
P p-14
dpv Gp 9] ~
+a1 _/l+loooo.o-. + a UZCdU
q:P d:P P \
R “ 3
donne un systéme équivalent. en posant 51': 5 sur le vecreur|”®
N .
P
d 2 = 5, di
2
d € =63 du
d < = & d
p-1 p
d % = ~a g du- a € QU oness=~a, 9 dv + o dV
p p 1 p-1 2 1 p
possédanct une solurion siavionnaire (Sj(u); J=152500ep)e
La covariance A, 1(u,v) = 1(61(u) 61(v) ) permet le calcul de
’ .
10Us ies termes A, l<(u,u) de la matrice de covariance A par ie
J
raisonnement suilvant, Le processus Qq(u), v €& R éranv szavion-

naire, continu en moyenne quadratique, il exisie (L8 p 35%)
un processus du second ordre, Z(9), 0 € R possédan: les pro-

éiés suivanuves

b

pr
a) Z esi un processus cen.ré

b) Z est & accroissements orihogonaux

d Z(9)

4+ s
i -iou
(u) = ; e

p.S. v ~0

a

c) Y uef

. . e . . AR
L'iniégranilité de la foncwion /\,l 1(L) = A (u,u+), nous
9 e

1
permev d'introduire la densité specirale (9) d'énergie par

la formuzse

7T Loy T o (ur) o
Ay ()= 806, (u) 8, (usc))= £ L] e dz(9) 4z (<)
1,1 T 1 S b
;' <o i"‘

A1,1(L): | _® Y f(c)de  avec f(c)dg = £(dz(o) é}(o) )

La propriété c) se généralise aux différentes dérivées du
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processus - (u),
3
d o

YueiR B (U) =
du D.3

J-+'1,l\‘| j
J+1,«L1<L>:L :
j»fr’l,ukﬂ(L):U' .

s
Les mamen18J

gue exis:.e la

g. se ddéduisen:

i

L'observa:.ion s'

ies grandeurs o
deur observable

ia décrivaons au

ue

R

lorsqu'eliles exiscen:

~
-

)

I (mam)d T Gzl

dja1 aK51
(b)) T (o) ) = e —Au) —(uen) )
o K1 du” du
+ i -is F K o+io (us
J‘ (-—i’&)“e GZ(U)[ (»%ii) i <U )UZ(J) i
oNd . Wk iC o -
(=107 (1) 7" (o) ao
0J+K r(f) de Jsk = 1,2,44e,p-1 exis-went puis-

dérivée d'ordre p-1 du processus 31(u), ue R

de la ma:rice A K(u,u) Jyk = 1,2,4..p gul vé-

B

2
.'dguazion de siazionnariié

ot = 0 ol
- - -
0
: 0
[
s =
0 1 o
- A ‘e ..
p.d
ei ec-ue au moyen d'un appareil gui wransiorme
cu £+8 non directemen. observables en une gran-
z., La transformasion es. prise lingdaire et nous

moyen d'un systime différentiel s.ochas:ique,
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Filwrage lingaire, .
Denis de BRUCQ

1Ne
Hypoinhese HD

L) =2 Pof YT+ { 5 (7 7.0 X .
c) z (v) ,SZS( ydven R ((T)arso X (4)
5=T1,2,.2.0 O i=1,2,..p O
\?/rZ'],Z,...q e \'jL €m+
La macrice (7 ; °, s = 1,2,...0) st composée de nombres

r,s
rée’s indépendan.s du temps, Les coefiicients O r=1,2,+..9

nombres réels posicifs peuvent 8ire regroupés en une ma:rice
5 Tys = 1,2,.4.0

Le coup-age en.rCe les deux sysvames A e: C s'effeciue par .ia

1

; 1,2,.0.P) & Q iignes

mairice kK = (kr . 3T = 1,2,...9, 1
, i

e. p colonnes,

Hypocnése Hq

Nous avons en plus a considérer le signal S, Celui-~
ci esi supposé s'addi.ionner au brui: 5 mais le modéle se
préte aisémen: & une modificarion de ce poin<. Le signal S
peut 8ire cervrain ou algéatoire, Le cas d'un signal S sinusolI-
dal d'amplitude ev de phase inconnue es. .raiuvé par 1'auteur
dans une autre publica.ion & paral.re, Dans ce. ar.icle, nous
‘considérons un signal S gaussien vérifian. un sys:éme diffé-
rentiel semblable & celul du bruiu :

. T

i = = ‘ T T 3 g 1= Le
B) dS, J by Sj(.)dl + piwi([) i=1,2,...p -¢R
T:2,.04P ©

ou b = (bi j ; 1,5 = 1,2,...p) gs1 une ma.rice de nombres rée.ls
2
g1 ol les coefficients Bi nombres réels posiwtifs son. mis sous

la ‘orme macricielle §= (ﬁi 6. 5 1,02 1,2,00.p)
’
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Une App icavion en 'nhéorle du Signal des fqua.ions de

Fi:wrage linéaire,

Denis de BRUCQ

Les mémes remarques gue pour le brui. I s'appliguen:
s Al [ . a - [ +
au signal S e. le processus (S5(v), F , P ; « ¢ R') es. un pro-
L

cessus gaussien cen.ré, ['aajonciion possible de wermes cer-
rains dans le second membre de B wransformerai. le processus
cen-ré¢ en un processus non cen.ré, L'espérance ma . néma-.igue
des deux membres de B donnerait alors un sysw.éme difiérenctie:

véri, ié par £(5(2)) + e R'.

En wvenan. compre du signal, i'observaiion z vérifie:
D L) = T T AT+l | S (7)) T) )dy
0) 2, (+) R LN J e, (505008 (7))
$=1,2,.,.9 0 i=1,2,..p 0O
c !
+ . Xr(‘)

-~ ~ 'f
obr = 1,2,...9 ec o + € R

La sui-e de ce rravall comprend dans le paragraphe 2 un sys-
réme d'équarions permetcan:t le calcul ef 2cuif d'un résumé

exhausii’ en.re les nypouhises HO ev H Le choix enwre ies

'
deux hypounéses s'appuie sur les résul:a:.s numérigues obrenus
en e - ecwuant les mesures relatvives & une expérience., lans i@
moa&se choisi, ces résulra.s numérigques son. constitués par
les g 7onctions zr(u), u € LD,LJ qui son: donc connues, expé-
rience :ai.e, Les décisions a prendre a chague instan: sonu:
on choisic Ho’ on cnoisiuv H,, on continue l'expérience le

1
choix enure HO e H,I n'éitant pas encore assez slr, Le crizire
de décision consiste & comparer une variable aldaroire rée.i.e,
dans nolire exemple RE(L) & deux seuils; la droice réelle est
divisée en trois incervalles, Le résumé exhaus.if REC(+) est

s

pré . éré a iLouie auire grandeur consiTuite & parivir des {onc-
tions z (u), u e _0,.] en raison des propriévés svatvisviques
T I o
de Re(w). (L4) p 18 ou |6 p 118). On ne perd pas d'informa-
- \ )
cions en remplagant z (u) u e [0,v) r =1,2,...q par la seule
T

variab.c aiéaroire R £ (v).
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Une Application en inéorie du Signai des fguations de
Filtrage linéaire
Denis de BRUCQ

Finalemens nous :rai.ons par ordinareur l'exemple
nurérigue du paragraphe 3 ol les systimes A,B,C,D sont pris

du 2&me ordre,

§ 2 : fgquations du ires:

L'.xpression du résumé exhauswif Ri(«) sera indi-
gude sous ca forme la pius générals pour le probléme compre-
nan: des équa:zions difiérentieiles s.ochascizues lindaires a
coefficients ceonstante, Le résumé exhaus:if Rf(.) se calculere
4 chaque instant t € R™. La formule exprimant Ri(+) fai. in-

cervenir les espérances conditionne:les m,(w) de & ()
i

1
i=1,2,...p relacivemen. & z(u) 0 = u < v sous i'hypoihese
Hq. Les équations écries proviendron. de résul.a.s antérieurs
(L2, & 4).

fn premier lieu, indiquons sous 1l'nypovhése H_ les
0

géquarions vérifiées par mi(n) E E(éi(x)/z(u) 0= u= 1),

Introduisons 1l'innovaiion z de z par la formule

dz -~ f z duv ~L kK .m.du r:1,2,.,,a
r T,s . r,i i
5:1,-.’q 1:190.’p

C dz
r r

=

"
Si & =c¢(z(u); 0 =u= v) est la sous~-i.ribu de @ engendrée par
les variables aléawoires z(u), 0 7 u = :, on montre que le
processus d'innovation (z(:), £ , P) est un processus de

Wiener g dimensionnel, Soient les moments d'ordre 2

by 005 LG () () (8 ()=n ()] 1,0 = 1,2,0000p

b

Avec ces notvations les moments m, i=1,2,...,p d'ordre 1 véri-
i

fient le sysiéme différentiel s:ochastigue 3
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Une Applicaction en ‘néorie du Signal des fgua.ions d=s

Tilirage linéaire, } .
S enis de BRUCQH

Les coei:iciencts Ai j(L) i,3=1,2,...5p fOncuions cer.aines
H

. + . , < P -

d. wempe t € R son:. soluvions du syswiéme différenciel non

linc¢aire dic-de Ricca-.i,

dh, = & (a A osa, oA )dy w2 o, L. de
Ly 1 y Js Js Ly i J 1,.]
"’-o,p
— _ d
SO Y
o= ¢ v & T, RRPEs ~
5 s 0 L=1,,.,p s ’ '_1,..’p Js SL

Ern sacond lieu, sous l'nypounise Hq’ les éguavions comprennen:
les espérances condiiicnnelles du signal gui sonu de nouvel:es

inconnues du problime, Fosons

i[>

—-

m.(v) (s, () / z(u), D=2 u = ) J = p+1, P+2sees, 2p

J J=p
Un chancement de no:aiion sfimpose dans l'écricure des égua-
vions du signal afin d'obrenir up seul sysiéme différentiel
stochasiique sur mi(r) i=1,2,...,2p espérances condii.ionnel~
les du brui: @ lorsque i=1,2,...,p puis du signal S lorsque
i= p+1, p+2,444,2p., La méme remarque s'appligue aux momen:is A

du second ordre.

L'écriture des deux sysctémes A et B deviem

dr = c T de + vV d vy ol
- - 6
%1, ®1,p 1
& a - = & A 8
c = P, PP no= P
b - - b S
1,71 1,p 1
b - ~ b 5
p,1 PsP P
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Filirage lingaire, :
' Denis de BRUCQ

%y Y
- 0 .
- Up
A o _/—:‘
B,l 1
- ] -
2 UJp
p
- -
K K K
1,1 1,0 | ¥1,1 1,p
A
n =
K K K K
ps Psp P, Pyp
. -
A nouveau considérons l'innovaiion ; de z 3
o dz_ £ dz - % - T | Vdt =
o gz = dz fr;szde ' hr’imi(«)an T=1,2,4450
5=Ty44,0 i=1,..,2p

et (Z(L)"£t’ P) est un processus de Wiener g dimensionnels

Posons A

256 2 el ()-m () (n ()-m (D)) 1,321,2,0,20

Les 2 p équations différenctielles siochasiiques pour les mo-

2re
ments conditionnels m,(x) i=1,2,,,.2p s'écriven:

1
' d;—(u)
dmi(L)z % Ci m.(t)des & hi () hr . Rr
j:/]’..,zp ’J J r:,]’.“,q ’\J ’J T
j=19-os2P

Comme sous l'hypothése Ho’ nous pouvons écrire le systiéme

_difiérenciel satisfait par les moments Ki 1,J=1,2500052p

b
du second ordre :

623
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Une Application en indorie du Signal des Equavions de

Filirage lindaire. - . ,
treg Denis de BRUCQ

-z (Z n A‘- )(Z n AR )
o Ty 1, ~ ’ -
r=T,4450 22Ty 0e 2P

Fina.emen., le résumé exhauswif RL(v) « ¢ R* s'exprime en
ionciion des espérances condiiionnelies mi(n) i=1,2,...,D
caicuiées sous l'nhypouhise HD au mi(L) i=1,2,.4.,2p calcu-
lées sous .'hypouhése Hq' Nous ajouaefons 1'indice Hoou H1
pour indiguer de quel sysibtme provien: les grandeurs m, Les
données numérigues résulwavs de 1l'expérience sont constiwuédes
par les diverses foncuions zr(t) e R =1,2,.+430. Llles

permeltient de calculer !es deux processus d'innovaction

5 d iz - % : T . d
T Zr(Ho) 42z Tr,szsQ . Kr,iml(Ho) ¢
l:/],..,p

c dz (H )=dz - Z f z de - % n.m,.(H, ) d=
T r* T r,s s . r,i i1
s=T,44vq 1:1,--,2[3
Les sys.imes relatifs aux momen:s A du second ordre peuvent
' . . . Lo . .
@tre résolus indépendammen. de'l'observation pulisgue ces sys-
Lémes ne comprennent gue des paraméires ev des coefficlencs

4
connus iorsque le modele éirudié es: choisi,

Expression de RE(v) :

- 4z (H, )
—_ < i v - Z
RE(v)= J z L2 )r,szs+, hr,imi(H1)] ~
or:'l,..’q S:’I,..,q 1:1,..’2p r
P
- ) e
t oz J + . >
0 r=1,44,0 5=T,4.4,Q T,s s i=1,..,2p r,i i1 Ur
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Denis de BRUCQ

. . dz(H )
- o= [ = Tr’S-ZS-i-Z AL s (H Y]

o r=7,4+9 5=T444:9 i=1,445P r
LA 2 g -
-1 by P bY —

z ) Z [ rr,szs+ hr,imi(Ho)] 2

0 r=1,,.,q 5=1,44,0 1=1,443P Gr

§ 3 : Applicarion Numérigue

L'objetv de ce paragraphe est de préciser sur un
exempie numériqﬁe les difficulués d'utilisaction des résuliats
du.paragraphe 2 lors d'une expérience, Le bruic ® gaussien
réel .est pris stationnaire ev & condition de pouvoir répérer
}ur cervain nombre de fois 1! experlence sous gwhypOLHése Ho’
la fonciion d'auwocorrélation E(e( ) 6(v + T)), t, T € R est
connue expérimentalement avec precision; la stationparicé im-
plique que cette fonction dépendede T sans dépendre de t, Un
simple calcul donne f(9) 0 ¢ R den811e spectrale de puissan--
ce qui vérifie £(6(x) 6(zw+T)) = | e"lTo f(o) do, La forme
de f(¢) o ¢ R s'obtient aisément Egr un dispositif ¢lectron

nigue, Nous admetwrons dans l'application numérique qu'il gEst

(o -C)z %@

c'est & .dire qu'il existe des constatntes «, F,C € R* pour

possible de 1'identifier avec l'expression f ( )-

lesquelles les fonctions f(9) et h(0) 0 ¢ R soient guasi=-

ment identigues,

Dans ces conditions, nous identifions le bruit €
4 la solution stationnaire de l'équation différenzielle sto-

chastique,

a) .
d %% + F dB + C O dt =« d V qui devient sous forme canonigue
d6 = 62 dt

d62= - C 6 dt = F Bpdt + o dV dV ‘bruiz blanc

625
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Une Application en inéorie du Signal des Eguauions de

Filirage linéaire,
Denis de BRUCAQ

c'est un gas particulier du systime général inwrodul: au pa-
ragraphe 2, La signification des coeificients o, f, C pour-

raiv 8wre rechercnée dans chague expérience,

Rappelons que le bruit & inéorigue, solucion de
1'éguarion difiérentielle stochastigque, esw gaussien cen.re

stationnaire de covariance

J e ftn(O) do

Le signal provenant d'un dispositif construilt, Nous SUPpPOSONS

dopnée 1'équation régissant 1l'évoluiion de S, Soiz

Q.
w

d + (ZHV)Zde= 3 d W 1'équation d'un oscillateur sans

[aN

T
perte excité par un bruir blanc W, La méme remargue s'appli-

Ue au sysi@me Observareur et nhous prenons l'équaxrion
p

d ‘ .
d Ez + Ddz + G zdt = k(8 + S) dev + p dY ol dY est un bruit
T
blanc,
Nous allons appliguer les expressions du paragraphe
§2 a l'exemple, Les param@tres.p et q sont alors chacun fixé

& 2; de mBme les différentes matrices valent

ER I B N v ]
6] = lell= | - ] ledi=] Tp =
e -C  -F
_L' 2__ L. - - _Ol -4 _UJ
— - - r — r -
S 0 1 € U
lisi = b= RIS = |
{91 :T J i _(wa 0 IFL 3 | h h w
. -} ] —D 1- —e ] -Y-
21l = £l lie |l z i 1
z -D -G p Y
" 2_ . © I I
- 0 0 ) 0 0
ki = [inll=
kK D K 0 K 0
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Une Application en Tnéorie du Signal des Equations de
Filtrage linéaire, ' N

Denis de BRUCQ\

L'introduction de © 4 dé T 4 ds et z_.= dz a pour ori-
theroducrion ae B, = 41 T ode 27, du P

gine la mise d'une éguation différentielle du second ordre
sous la forme canonique d'un systéme différentiel & deux
gquations, Pour des raisons Lhébriques - gue nous essayerons
. de lever dans de prochains travaux - 11 faut inwroduire 69’

A

68 et € relavifs au bruiv 6, au signal S ex & l'observation
z

z3 ces constantes sirictement positives sont prises assez

petites pour que le mod&le inhéorique décrive avec assez de

precision le phénoméne expérimencal,

.Reprenons les diverses égquations conduisant &

1'expression du résumé exhaustif RE(t) :

Hypoihése H0

P1+Ai t+d
; K —_
m1<t+ At)—m1(1)+ Jt mZ(T)dT + g fl K1’1(1) dzz(T)
‘ GL+AI n,L+AL
my (ve 80)=my(e)+ | [-Cm (7)-Fm (0)Jdr + £ ] A (1) d7(%)
2 2 1 2 P 2,1 2
T ) T
P dz, = dz,-L (<02, ()=62,(x)) + k m ()] dv 2= 2
) . o 2 T+AT k2 y+At2
L B O B e 3 I GO T <[ Ay 2, (m)dr
. T : P T
A . ﬁL+At | k2
=A ; - ~FA A
1,2(w+8e) 1’Z(L)Jrjt[ Chy p(T)-F 1,1(T)f?\2’2(T)]dT 7

T+AT

Kq’q(T).A2,1(T) de

T+At . t+A<

‘ , _ ' 2 2
. 2 K
A =A - - .....__f THT
2,2(E+AL) 2’2(1)+G At+2 t[ CAZ’Z(T) Fh2’1(¢)]dT . A2’§ H
. T
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Une Applicaiion en "héorie du Signal des tguations de

Filtrage linéaire. .
Denis de BRUCQ

Hypothise H

1
v+AT hL+AL
m, (cesn)=m, (2)+] m (7)dr w5, (r)ehg ()] dZ(r)
1 1 . 2 p . 1,1 5,1 2
1+AT TRAL
i f\ — i‘ r T Ve I i E—f i ~ } i '~—_—'T"\
m2(u+;l)—m2(1)+J L-—[:m,l(l) Fm2(|>_‘dT+ c L?\,I’z(t)ﬂ‘ \5’2 ('T)_]Cléz(s/
. 1 T
T+AT qL+Z.\t
K G —
. A )= X A . ,
ng (v+in) ms(‘)ﬁfT my (1)ds T J M1,8(”* 5,5(7)dz, (1)
nt+At LA

Ay ez

2

mT(t+An):mT(t)ﬁ!I(—1)(2ﬂv)%S(T)dT '+'§‘ftLh1

dzy=L(-Dz, (1)-Bz,(x))wkn (2)ekng ()] dn 2,8 €2

ni=

pdz,

Ecrivons le systéme sur les moments & d'ordre 2 sous sa forme

différentielle

2 2
dA1,1= 2K2,1 de + eo dc -pz (K1’1 + 8,1) du
2
| - -— \ —:"'"‘ }\ }\ (\ )\ d
dhy p=(Chy y=Dhy e hy pdde 2 (hy gt b ) (R pwhg e
2 K2 2
o (a ) . L A -
dhy,2=2(Ehy DA, gldv o+ fde )2 (A g% hg p)" de
K2 '
= - ?\. { }\ d
dk1,5 ( 7,77 Az,s) d 02 Ay q# 5,1)( 17,57 s,s> K
R P R . S W ¥ ‘ EE-(A A (A b )de
T - 1, 2,77 °" , 1,1 05,1 1,7 et
K2 '
= ?\ - }\ - - }\ ?\ . ‘?\ )\
dkz,s ! 2,T+( Ch9,s th,s)]dt )2 ( 1,2% 5,2)( 1,5" s,s)dt
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Une Application en Théorie du Signal des Equacions de
Filtrage lingaire. : '

Denis de BRUCQH

. 2
i 2 ; - K
A = {2V )7A -CA ~DA di =——
dhy, 1= (2TVITR, g (2GR =D, ) p2< 1,2 s,
2
2 K 2
= % € d - ?\
dﬂd’s 2 5,7 d + 5 T h2( 1,S+ 5,5) dv
K2 A
= 27V A d (A A
L-(2mv) , T,TJ b pz( 1,8" S,S)( 1,1
2 ' 2 K2 2
- % i1 . i —-—— K >\
dhy p=-(2mv)™ Ay dn + BT odu pz( 1,7% he,7) " dr
Résumé Exhaustif
RE(i + 4t) = RE(e) +
Srre dz,,(H,)
| | ~Dz_ ~Gz.+ km, (H, )+ km_(H )j- — e
Jo LDz mGzye kmo LA, st o
T
pL+QL .
1| [-pz - 12 4T
+ 3 L Dz1 G22+ Km1(H1)+ ngqu)J >
T . » p
- 01+LL d;_(H )
- | L~Dz,~Gz_+ km, (H )] —2_0.
_ Jt 17545 10 P
L+AT
1! oDz - dr
Z | 1Gz+km(H)_l =
T . I
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Ume Applicarion en Théorie du Signal des Cquations “‘*\J/

‘de Fillzrage linéaire,

Denis de BRUCQ

Cnoix des constanwes numérigues

La densité spec-.rale f,. de puissance vau:. par nypoth&se

S

fe(k) = , Cetze fonction a un maximum

2 2 2 2

F 2
£, (A = 51 = - n = TV
rb( ) siC 5 pour A (2w max)

1
!
i

N ™

Pour décrire suffisamment bien le specctre, l'invervalle de

. P . . 2]
discrétvisation At esu pris egal a s— = 10 27 vmax° Une tells

=T

discrévisation permer d'atveindre des énergies concenirées

dans les hauwes fréguences,

Pour le signal, la densi.é spectrale est égale &

2
fS(A) = P ev le maximum est avveint pour A=i 21V,

(A 2n(2mv)2)?

Usuellement le signal est noyé dans un bruitv donu la durée de

a

corrélavion est inférieure & celle du signal, Nous prendrons

vy o,
ma x

L'instrument d'observatrion est adapté au signal émis ev sa
fréquence propre est voisine de celle du signal, Le frou:re-

ment gqui étale le spectre est pris le plus faible possible,

Ces diverses considéraiions nous ont amenés au choix suivant

des Constantes Numérigues

Constantes Relatives au bruiz 8

i
-
]
R

2 (2m 105)2

-
1]
[wp]
N

Y = 105 o =1
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Une Application en Théorie du Signal des Equations
~de Filrrage lineaire

Denis de BRUCAH

Constantes Relatives au signal S

@ v
ma X max -2 o
— D ne—a— = I = @, -
V= Vhax' T2 ' 10 eg =107 B B = @4%, g
Constantes Relaiives a l'observation z
2
p - 1072 & e =10"% o
. 2 z
G:(zn)zvz p =« k =9p
Sivuation initiale S(0) = O z(0) = 0O
T(D) = O 22(0) =0

Le bruit doiv 8ure pris stationnaire afin que la notion de

spectre ait un sens, L'équation de statvionarité vérifiée par

A e
A A A A -
(D> (@, 0) + ( 0 1) ( 1,51 1,2) + ( 1,1 1,2) (D C):U
07 ' - - 7\, ?\ ?\ e
c -F Vo1 to,2 Mor Mo,/ MAT
. all
“a pour solution “K_ KH: 2FC 5 . Nous construisons
Js 0 ot
2F

6 (0) | -
un vecteur| o gaussien centré de covariance ||\,
, (0) J

s K
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Une Application en Théorie du Signal des Egquations de
Filtrage linéaire,

Denis de BRUCQH

Norairions

C ensemble des. nombres complexes

£ () Cspérance NMathémarigue

£ (6) Vecteur donuv les p composanies valenct
£(0,) 2] 8,(e) P(de)  i21,2,..4,p
i - i 3 3 * ki

24
Min (11, L2) Minimum des deux nombres réels L b
m ; {1,2,~|05 n’-o-}
DeSe Presque-sflirement
R Cnsemble des nombres réels
R Ensemble des nombres réels positifs ou nuls
i Tribu des boréliens de R
£L Tribu engendrée par les variables aléatoires z(u),

0= U= ’

z Familie des variables aléaroires z(u), 0= u =

1.l Symbole pour indiquer une matrice: Haﬁ:(a.’j;i,j:1,2..p)

i
< , > Produit scalaire <c, d > = & cidi

% i=1,44,p
0 Vecieur rransposé du vecteur &

Z conjuqué de Z

(Q,a,P)Cspace de probabilité

6.._ 0 .'L;{j
1,1 = 1 . J

1 =
A par définizion
€ apparctient &
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‘Une Application en inéorie du Signal des Equaiions de

Filwrage linéaire,
Denis de BRUCQ

Lexique
) NS . , ) .
a Tibu de & ¢ c'est une famille a de pariies de (& vérifisne
1) i'ensemble vide § et l'ensemble { appariiennent a a

- c s« . . .
2) si A e @ alors A  le compiémentaire de A appariienc
aa

gy A e a

3) si A, ApsevesA su.. appartiennent & a alors v Mn

1 n

e’

. . A ‘< . X J
' sous-iribu de a : wtoutv ensemble €iément de f est élémen. de

F ,v e famille croissante de sous-tribus de a: Pour ., = U

F est une sous-i.ribu de F
1 2

(6.5 v ¢ R) est un processus aléatoire réel siytr € R la fonc-
v

~

- PO s Iay4 . .
cion réelie 5 ¢ o~ 8(i,w) esu F ~-mesurable, nota-
T 1,

ée
vion (6¢

~

,F;LEIH:)

T

1.

£ b o(z(u); 0% u = L) iribu engendrée par les variables aléa-
toires
z(u) 0 =2 u = ? clesy la pius petite wribu telle que
' toures les foncitions ‘

z(u) : ¢ ~ z(u,w) soient £ -mesurables pour 0 < u = v,
T

. . . . A
z ,P mesure image de P par le processus z(u) 0= uz=t ¢ Pour
T : !

&L 0, . .. , .
tout ensemble C de 57 =77 4 Lribu produiv des tribus

,

des boréliens de P , on a P(C) & = {w; z (w) e C}

A est une mairice définie non négative si pour touwl vecueur
S
c de L

A P i . s
<A ¢, c~ =L A c; ¢, esu supérieur ou ggal & zéro;
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Une Application en Tnéorie du Signal des Equations de

Fiitrage linéaire.
Denis de BRUCQ

(x(v), F , P) processus de Wiener g dimensionnel & pour chague

v € R

X{(v) ¢+ & ~ X{(u,%) est une variable aléavoire

centrée f ~mesurable gaussienne. Je plus P = s,
(%

T ) = . i j = 2 0 e

L (Xi(L1) Xj(IZ)) 1 Si,j 1,7 1,2, » 0

rr\ V
(L)/ £ ) % Variable aléaroire & -mesurable vériiiant
T L

£(

>

VB e &L j e(e(v)/ ST) P (do) = J 5(.) P (dw)
B ‘ B

5 L 0,:1 & [
E(U(L)/ZE) : Yariable aléawoire définie sur (mLD’TJ, R LD’LJ)

vérifiant VY C e R [D’LJ

J _p SC) p(ae) = ) oe(e(e)/z =) ze.p (a)
z (C) C T,

résumé exhausiif RE pour les nypoihises HD et H1: Pour toue

-

~variab.e aldacoire réelle positive h sur (Q,a), il exisve une

variable aléawoire réelle 7 sur (R, R) relle que E(n/REg:Sf(RE)

sous l'hypothise HO et sous l'hypoihése H1(£6] p 118 ex IV,3.9)
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