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RESUME

Dans les problémes de filtrage non linéaire les signaux sont géné-
ralement représentés nar des équations différentielles stochasti-
ques,

" Une étude est faite sur 1'application des schémas d'intégration
classiques aux équations différentielles stochastiques. ‘

Divers exemples sont donnés et une comparaison est faite dans
des cas ou la solution analytique de 1'équation de FOKKER
PLANCK peut étre trouvée,

Des tests statistiques sont alors appliqués dans la comparaison
des valeurs théoriques et des résultats expérimentaux.

SUMMARY

In non linear filtering problems processes are generally modeled
by stochastic differential equations.

This paper deals with the numerical integration of stochastic
differential equations.

Several examples are given and comparison is done with the solu-
tion of the FOKKER-PILLANCK equation in caseés where an analyti-
cal solution can be found.

Statistical tests are used in the comparison between theoretical
and experimental values. '

655



AETHODES DB SIMULATION BT D'INTEGRATION NUMERIQUES
DES FQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES
NON LINEAIRES
C. ATENGRIN . CASTHI.L CASTAN

INTRODUCTION

De nombreuses études portant sur divers domaines d'application
(rhénoménes physigues. guidage de véhicules spatiaux. problémes
de traitement du signal en télécommunication) proposent des mo-
deles de processus aléatoires définis 'sous forme d'équations dif -
térentielles stochastiques dans lesquelles le brult est un bruit
blanc gaussien.

Dans les problemes de filtrage (et en particulier de filtrage non
linéaire) ou de détection on est conduit a étudier des équations
diffé rentielles stochastiques dont le coefficient du terme de bruit
est une fonction de 1'état du processus. '

Dans la réalisation pratique de la modélisation ou du filtrage d'un
processus se pose le probléeme de l'intégration numérique de
‘telles équations.

[.a théorie de I'TO donne une définition de l'intégrale stochastique
qui sera appelée intégrale stochastique au sens de ITO. Cette dé-
finition conduit a un calcul diftférentiel stochastique dont les re-
gles sont différentes du calcul différentiel ordinaire.

Une autre définition de 1'intégrale stochastique a été donnée par
STRATONOVICH. définition qui conduit aux mémes regles que
celles du calcul différentiel ordinaire.

D'autre part. la densité de probabilité de transition des processus
Markoviens définis par des équations différentielles stochastiques
satisfaii. sous des conditions trés générales. une équation aux '
dérivées partielles du type équation de diffusion l'équation "direc-
te' de FOKKER-PLANCK-KOLMOGOROV.

Dans une premiére partie nous rappellerons les principaux résul-
tats concernant les processus définis par des équations différen-
tielles stochastiques.

Iinsuite nous exposerons les problémes d'intégration numérique
de telles équations. [in effet. 1'utilisation des schémas habituels
d'intégration dans le cas d'équations stochastiques doit étre soi-
gneusement étudiée. On séparera ainsi les schémas du type "'pré-
dicteur' des schémas de Runge-Kutta.

Diverses simulations numériques ont été réalisées dans des cas
ou l'on pouvait déterminer analytiquement la solution de 1'équa-
tion de FOKKER-PIL.ANCK. Dans chaque cas de nombreuses réa-
lisations du processus ont été effectuées de facon & comparer la
distribution expérimentale a la distribution théorique. Cette com-
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paraison est faite au moyen d'un rest d'ajustement sur les distri-
butions de probabilité.

l.es résultats permeéitent d'indiquer, suivant le schéma d'intégra-
tion utiligsé , quelle sera la délinition de l'équation différentielle
stochastique (au sens de Strartonovich ou du sens de 1TG).

Iinfin dans une dernicre partie nous exposerons une auire métho-
de permettant de produire des ré¢alisarions d'un processus délini
par une équation différentielle stochastique en considérant une
transformation du processus qui conduit & un mouvement
Brownien avec horloge aléatolre.

MODELI DIFFERENTIEI,

Dans les nombreux problémes évoqués au paragraphe précédent
le modéle du processus se présente sous la forme . générale de
1'équation différentielle stochastique

(1) dx =f(x. t)dt+ o(x, t)dp

ol X est un processus vectoriel de dimension n. { (x. t) et o (x. 1)
des fonctions vectorielles non linéaires de ce processus et /& ()
un processus de Wiener-I.evy (ou mouvement Brownien) a n di-
mensions défini par

(Bwl=0 e B[p0) B ()) = min(. s
1'équation (1) conduit 2‘1 expression
t
x (1) = x ,;)d§+ o'(x(g).‘g')dﬁ»(

dans laquelle la derniere’intégrale est définie par rapport a un
processus dont les variations ne sonf pas bornées. c'est une inté-
grale stochastique dont la définition ne peut €tre établie au sens
des intégrales classiques.

L'intégrale stochastique au sens de ITO

K. ITO a donné une définition de 1'intégrale stochastique pour des
fonctions du processus ne dépendant pas des réalisations futures
du mouvement brownien, cette définition est la limite en moyvenne
quadratique de la quantité

658




N-1

2) 7 ok v LB, - puy]
K=0

pour N —» o0 et max (t_, . -t ) -—» 0

K+1 K

Cette formule a été étendue aux fonctions de carré sommable
avec probabilité 1,

I.'"intégrale stochastique au sens de I'fO repose donc sur la non
corrélation entre la fonction T (x (th tK) et 1'accroissement

du processus de Wiener-Levy b (t ) - /3 (tK). On peut envisa-
ger d'autres définitions pour lesquélles la fonction @ (.) n'est
plus prise & un instant t  mais & un instant différent dans l'inter-
valles [‘tK e t :] . on verra ainsi comment définir l'intégrale
stochastique au sens de Stratonovich, Ces différentes définitions
de 1'intégrale stochastiqae vont conduire a différents types de
calculs différentiels associés a ces intégrales. Ainsi, dans le
cas de l'intégrale de ITO, on détermine des regles de calcul
différentiel différentes du calcul différentiel ordinaire,

Calcul différentiel de ITO

Considérons une fonction scalaire é (x, t) du processus stochas-
tique défini par 1'équation (1), deux fois continuement différen-

tiabhle en x, et Clen t, sa différentielle est donnée par 1'équation:

: _ 3¢ 2P
(3)  dé(x.t) ——g—t—dt“ﬂ:(f)dt s

o (x, t) dﬁ:
ot 1'opérateur Jt (.) est défini par :

I X

_ D)1 T 3 7()

cﬁ(.)—z_: L) 5ty ) (o) oo
i=1 1 i.)=1 ‘

o
N

STRATONOVICH a donné une définition de l'intégrale stochasti-
que en considérant la limite en moyenne quadratique de '

. N-1 . tK+1+tK tK+1+tK
(4) KE; o (x (g, =) [Bit ) i) ]
pour N —p oo et max (t -t ) — 0

K+1 K
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C'est une définhiion symérrisée de lintéprale siochastique e1 e
calcul différenrie]l qui lui est associé est le calcul différentiel
ordinaire.

T.es résultats précédents monrrent done les divergences apparais
sant lors du choix d'une définition de U'intégrale stochastique. (‘e
probléme surviendra en particulier lorsque 'on voudra simuler
numériquement un processus stochastique défini par une équation
différentielle stochastique telle que (1) et il faur s'atiendre a ce
que les différents schémas d'intégration numérique classiques ne
donnent pas les mémes résultats. [L'étude qui va suivie a pour
hut de préciser sur des exemples simples quels sont les résul.
tats donnés par deux tyvpes de méthodes d'intégration numériqgue
les schémas prédicteurs et les méihodes de Runge -Kutta. Mais
il est une autre facon de ciractériser un processus Markovien
défini par une équation différentielle stochastique qul consiste a
détinir la densité de probabilité de transition du processus. Sous
des conditions assez générales de continuité pour les termes
f(x.1t) et ¢ (x. 1) et leurs dérivées. on montre que. pour le pro-
cessus défini par 1'équation (1). la densité de probabilité de tran-
sition existe et obéit a 1'équation de FOKKER-PILANCK-
KOLNOGORGY -

. g 5)

) dp ] ,nz 'a(iip) L n B')BO“ a )i.j p]
7 vt & DX, 2 Z . 2x. ©X,
1=1 i 171 i ]

Cette équation ne peut &ire résolue analytiquement que dans quel-
ques cas et nous avons étudi¢ certains de ces cas pour faire une
comparaison entre la densité de probabilité théorique et la densi-
1é donnée par les différentes méthodes de simulation d'une équa -
tion différentielle stochastique.

SIMULATION NUMBERIQUE

Le premier exemple choisi dans cette étude est 1'équation diffé -
rentielle stochastique

(6) dx=axdt+0‘]xdfb

oit d A représente un accroissement infinitesimal d'un mouvement
»ownien défini par

Elap]-o B [ap®]-a

Pour un tel processus on peut déterminer la solution analytique -
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qui est donnée par :

1 2 ,
h_?-% yfcw

On poui (I ailleurs le vérifier aisément en appliquant a 1'équation
7) les végles du calcul différentiel stochastique données en (3)
pout retrouver 1'équation (6)

—

f.e processus stochastique x est ainsi exprimé analytiquemeht

en fonction de ﬁ . Or l'expression de la densité de probabilité
du mouvement brownien /5 est donnée par :
R i
) 2 t
8) p(§.1)=—— e

V2Tt

sachant qu'au temps t = 0 P[PO: ()] =1

[.es résultats relatifs aux transformations de variables aléatoi-

res vont permettre de déterminer une expression analytique pour

la densité de probabilité du processus x.
tin particulier l'équation différentielle stochastique

1 .
(9) dX——2—th1XdP
oll [3 a une variance unité et qui est du méme type que 1'équation
(6), définit un processus dont la densité de probabilité obéit a
1"équation :

o ,
Fp 1 Rep) 1 0 2
Dt 2 > x 2 4 2 b

1'equat10n (7) donne ici
(10) x [5

et les remarques précédentes permettent de donner 1'expression
de la densité de probabilité sous la forme :

_(Logx)2
(11) p (x, t)=—1—— L e 2t

/2T x

On pourra donc & chaque instant connaftre de maniere exacte la
répartition de la variable aléatoire x définie sur [(). +'°°] )

661

2&14;;/




25/8

Cet exemple simple va permettre d'étudier la validité de plu-
sieurs schémas d'intégration appliqués a 1'équation (9)

Schémas d'intégration du type prédicteur
On a ainsi effectué une simulation numéiique de 1'équation (9) sous
la forme :

(12) x =x _+0.5x At+x,A{3
K+1 K K K K

ot AR ., esttiré d'une suite de variables aléatoires indépendantes

et distribuées suivant une loi gaussienne de moyenne nulle et de

variance A t.

I.e programme de simulation numérique a effectué 2000 réalisa-
tions du processus et donne 1l'histogramme de ces réalisations au
temps t = 1. Dans ce méme programme on a également réalisé la
simulation de 1'équation dx = xd que l'on peut obtenir & partir
de la solution (10) en appliquant les regles du calcul différentiel
ordinaire. Cette équation est donc 1'équation de 1'V'G d'un autre
processus stochastique

1
St P
X = €

1'équation a été discrétisée comme la précédente, suivant un
schéma d'Euler :

(13) X1 T %k + X A_F; «

l.es résultats correspondants a cette simulation numériques sont .
résumés dans le tableau I. Dans la deuxiéme colonne sont portées
les valeurs théoriques des probabilités de présence de x dans
chaque intervalle pour le processus x défini par 1'équation (10),.
Dans la troisiéme colonne on a porté la fréquence d'apparition
dans chaque intervalle du processus correspondant a 1'équation
(12) et dans la quatriéme colonne les résultats relatifs & 1'équa-
tion (13).

I.e simple examen de ce tableau confirme le bon accord entre la
prévision théorique et les résultats obtenus dans la simulation
de 1'équation (12). Par contre les résultats de la derniére colon-
ne indiquent qu'il né s'agit pas du méme processus. L.e décalage
du maximum de la courbe de densité de probabilité vers zéro
pouvant étre expliqué par la présence du terme d'amortissement
e”_l/2 t dans l'expression x = e'l/z A
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—————
Int):éir valle Pr[x 6 )‘l] :;rlr;autliit;on :ZT;&;EOH
(12) (13)
0 -0.1 0.011 0.013 1 0.034
0.1 -0.2 0. 044 0.043 0.101
0.2 - 0.3 0. 060 0. 057 0.109
0.3 -0.4 0.065 0. 066 0.088
0.4 -0.5 0. 065 - 0.065 0:081
0.5 - 0.6 0. 059 ©0.055 0. 070
0.6 - 0.7 0. 056 0. 050 0.061
0.7 - 0.8 0. 051 0.051 0.051
0.8-0.9 0. 046 0. 040 0. 044
0.9-1.0 0. 041 0. 044 - 0. 040
1.0-1.2 0.072 0.073 0. 057
1.2 - 1.4 0. 058 0.055 0. 050
1.4 - 1.6 0.048 0.051 0. 036
1.6 - 1.8 0. 041 0.038 0.024
1.8-2.0 0. 034 0.038 0.023
2.0 - 3.0 0. 109 0.108 0. 066
Y 3 0.135 0.150 0. 064
> 6 0. 037 0.046 0.012
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Pour caractériser de facon moins subjective 1'accord entre la
distribution théorique et la distribution expérimentale on a effec -
tué dans chacun des cas. un test d'ajusiement par test du X_2 on

a ainsl déterminé pour chacun des processus un indicateur d'écar
suivant la relation :

o
r (3. fnpi)u

B i
= Z np,

r étant le nombre d'intervalles. n 1'effectif total ici égal & 2000.
P, la probabilité théorique dans chaque intervalle ¢t V¢ /n la
fréguence ohservée,

I.e test de Xz appliqué aux résultats précédents pour un scuil de
signification de 0, 05 indique que le processus simulé par 1'équa-
tion (12). qui est une discrétisation par schéma d'Fuler de 1'équa-
tion (9) a une distribution de probabilité en accord avec ['équation
(10). au contraire pour le processus simulé par 1'équation (13) la
distribution ne correspond pas & la distribution du processus défi-
ni par (10) mais & un autre processus défini par 1'équation

-1/2t+pB
X = e

Ces résultats ont donc permis de véritier que l'application d'un
schéma d'Fuler a l'intégration d'une équation différentielle sto-
chastique conduisait bien a la définition de 1'intégrale stochasti-
que au sens de ITO.

De la méme facon d'autres schémas d'intégration du type prédic-
teur conduiront, par la définition méme de leur principe d'intégra -
tion. a4 une solution au sens-de 1T,

Nous avons ainsi appliqué a l'intégration de 1'équation différen-
tielle (9) un schéma prédicteur d'ordre 2 d'Adams-Bashforth -
et effectué 2000 réalisations de ce processus. l.e.test d'ajuste-
ment duX” a permis également de valider 1'hypothése du bon
accord entre la distribution expérimentale et la distribution
théorique définie a partir de la solution de TT{ (10). (tableau 11).

Schémas d'intégration du tvpe Runge-Kutta

Jne deuxiéme partie de cette étude est consacrée a 'application
des méthodes d'intégration de Runge-Kutta aux équations diffé-
rentielles stochastiques. Une premiere simulation numérique a
été effectuée sur 1'équation

dx = x dp,
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Simulation
équation (9)

Simulation
équation

]me;\r-val.le Pr'[xé_)\].] par schéma dx-=xdp par
i d'Adams - schéma
Bashforth Runge -Kutta
0 -0.1 0.011 0.012 0.012
0.1 -0.2 0.044 0.040 0. 041
0.2 -0.3 0. ()60 0. 060 0. 059
0.3 - 0.4 0.065 0.069 0.069
0.4-0.5 0. 065 0.063 0. 065
0.5-0.6 | 0.059 0.058 0.058
0.6 -0.7 0.056 0.052 0.045
0.7-0.8 0. 051 0.052 0. 051
0.8-10.9 0. 046 0.040 0. 042
0.9-1.0 0. 041 0. 049 0.048
1.0-1.2 0.072 0.070 0.072
1.2 - 1.4 0.058 0.060 0. 054
1.4 -1.6 0.048 0.043 O 048
1.6 - 1.8 0. 041 0. 042 0.040
1.8-2.0 0.034 0.033 0.035
2.0-3.0 0.109 ‘ 0.107 0.114
> 3 0.135 0.150 0.147
> 6 0.037 0. 046 0. 045

Tableau II
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quée 1'on a déja étudidée dans le paragraphe précédent et qui est
I'éguation au sens de i'1'0G du processus défind par

1j2 i+ B

(14) x =e
ou l'équation au sens de Siratonovich du processus
(10) x = e P

les résultats de la simulation numérique ev le test d'ajustement
correspondant pour la distribution du processus montrent gue
'intégration par un schéma de Runge-Kutta (du 4eme ordre dans
ce cas) donne la solution au sens de Stratonovich. c¢'est-a-dire
une distiibution analogue a celle du processus défini par (1()),}‘t

[Llintégration par la méthode de Runge-Kutta conduit donc & une

définition syvmétrisée de l'intégrale stochasiique comme on peut

s'enrendre compte en évaluant les différents termes de l'expres-
sion dans un cas général.

Considérons en effet une équation stochastique sous la forme

dx = _ )
ET N

°
ou représente de maniere formelle un bruit blanc gaussien
et O (x) est une fonction suffisamment dérivable de x.

>1 'on applique a cette équation la méthode de Runge-Kutta d'or-
dre 4 il faudra définir le terme

avec u, tiré d'une suite de variables aléatoires indépendantes
. 2
de moyenne nulle et E [uo“]= 1/b 1,

On définira ensuite

At
= +
ky = 0 x, 5 o’ Yo’ Yo

ce terme sera développé en série de Taylor ce qui donne

2 2
Do At 2 D0 At 2 3
Kpolxguy +=75 (o) v 4

5 0 u + oL,

+ __];__ —
2 2 0
Ox
la non-corrélation entre o (x ) et u_ et le fait que la variance de
u, soit de 1'ordre de 1/ At permettent d'écrire

# (tableau II)
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. 1 L 2 L .
Iu[:k:2 - g (XO) uo - —2——0" *,a—x—— Dt uo :] — 0 lorsque At =0
et de méme
2
‘ 1 o0 2
[k - L z ]
1 [L\z O"(XO) Uy - > = A uy, — 0
done en moyenne quadratique
: 1 RYex
& = + _ 0" —_
Ry © Tlxglugt 5 ¥ %
On définit ensuite le terme :
At 1 o0
= + + = Dt QT
Ky Oy T T TNy 7% "

et on démontrerait de la méme facon que la limite en moyenne
quadratique de ce terme est :

o/
a

1
.. = @ + — g
k u 5

3 0 fs)

>

et enfin le terme k, -qui est exprimé a l'extrémité de l'intervalle
~d'intégration a pour expression :

= g 2.
ky= auy X

en regroupant les différents termes on obtient ainsi :

B3

1 . oc
X1=x0+—-6— [()At th +30'—X At]

le r-ésultat précédent signifie que si l'on intégre 1'équation
dx = O d/3 par un schéma de Runge-Kutta d'ordre 4, cela
rev1ent a 1megrer par un schéma d'FEuler 1'équation :

1 o Xen

dX:O'(X)d{B-F“z*G_ dt

? X
cette derniére équation est une équation au sens de I'TO et sa

transformation en une équation de Stratonovich donne précisément

dx = O‘(x)dﬁ
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Une autre simulation numérique aveco intégration par la méthode
de Runge-Kutta a ¢1é faite dans un autre cas. pour lequel la
fonciion ¢ (x) admettait des dérivées d'ordre supérieur a 1 non
nulles,

Lous avons ainsi choisi [Téqguation

1 2
dx = — x di = 1+ x d/&

7

la processus ainsi défini esy
(16} x = Sll/&,

dont on peut déterminer la lol de probabilité.

l.a simulation et l'imégration numdérique de 1'équation (15) par
la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 et le test d'ajustemeni

sur la distribution correspondant & (16) ont montré ici aussi que
J"intégration par la méthode de Runge-Kutta donne la solution
au sens de Stratonovich.

Méthode évitant U'intégration d'une équation dittérentielle

Dans ceriains cas on peul produlre un processus défini par une

“équation différentielle stochastique a partir d'une réalisation de

mouvement brownien dont on a changé 1'échelle de temps. Cette
méthode est décrite dans [1] et [2] el nous l'exposerons brie-
vement avani de montrer son application sur les exemples pré-
cédents, '

Soit une équation différentielle stochastique définie par
dx = f (x) dt + ¢ (%) d[&

on va définirune transformation du processus telle que 1'on
puisse annuler le coefficient de "dérive' dans la nouvelle équa-
tion, Par application des regles du calcul différentiel stochasti-
que a une fonction s (x) on a

ds 1 2 d s ds
~ s\ = e T o o
ds (x) = (f . 5 (x) 2)dt " o-d/3

668



1'annulation du terme de dérive conduit a

. 21 (N)
s(x) = exp { - s d A d§
- Bt
et on a alors
ds (x}) = (s (XI))’iﬁ)
avec
~ ds
ro(s (.\1)) = O’(x1) ( e )X:X
B ¢

on constate donc que 1'on ¢st ramené a un mouvement brownien
avec un facieur d'échelle ditférent. On va effeciuer un change -
ment d'échelle des temps en considérant un temps d'arrét v, (1)
défini par '

dl

3
-

0

Si1'on applique ces résuliats aux équations différentielles stochas-
tiques étudiées au paragraphe précédent on voil tout d'abord que
dans le cas de I"équation (9)

o
dx = 3 xdexdf?)

on a donct . (1) =t

e ﬂ(l,)

et Xt =

- 699
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S
on reirouve donce le régultat (10) et 'on peut elfectivement produi-
re le processus x a2 partiv du mouvement brownien F . aveco dans

ce cas la méme échelle de temps.

-~

L.e deuxieme exemple choisi est I'équation au sens de 17O

2
dx = 1 +x dfa
Dans ce cas s (x) = x puisque le terme de dérive est déja éliming
dans cette équation. le temps d'arrét sera défini par

1. (1) '

et le processus x sera donné par la valeur du mouvement brow -
nien au temps 1 . (1), On peut done a l'aide de la réalisation d'un
mouvement brownien. produlire le processus x en évaluant 1'inté-
grale (17) qui permetira de définir le temps d'arvét v, (t).

Cette meéthode qui permet de produire un processus stochastique
plus complexe a panir du processus €lémentaire qu'est le mou-
vement brownlen est limitée dans les résultats précédents au
cas d'un processus scalaire et il serait intéressant d'avoir une
généralisation pour des procesgsus vectoriels.,
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