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RESUME

Les réseaux d'abaques de Marcum Swerling ne per-
mettent pas de calculer la probabilité de détection
dans des cas de fluctuation intermédiaires entre les
cas I et II de Swerling, c'est-a-dire de décorrélation
partielle entre échantillons due, soit au spectre de
fluctuation propre de la cible, soit & l'emploi de
techniques de décorrélation comme 1'agilité ou la
diversité de fréquence.
On peut montrer que, dans ces cas, la méthode de
l'intégration de la série de Gram Charlier et grou-
pement en série d'Edgeworth converge difficilement
et ceci d'autant plus que le cas étudié est voisin du
cas I,
La fonction caractéristique de la distribution de
sortie s'exprimant facilement en fonction des valeurs
propres de la matrice de covariance des échantillons,
deux méthodes ont été essayées pour calculer la pro-
babilité de détection :
- inversion de la fonction caractéristique par

F.F.T.

La méthode donne de bons résultats dans

tous les cas.

- calcul direct par la méthode des résidus,

La méthode donne de bons résultats pour

des nombres d'échantillons faibles ( < 15).

Elle devient rapidement inutilisable pour des

nombres d'échantillons plus élevés a cause

des problemes de précision de calcul sur

ordinateur,
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SUMMARY

Marcum and Swerling curves dotnot allow esti-
mation of the detection probability in cases inter-
mediate to Swerling cases I and II, in which partial
decorrelation occurs between pulses, due to target
fluctuations during integration time or use of special
decorrelation techniques such as frequency agility or
diversity.

It can be shown that in these cases, and especially
when the investigated case is close to Swerling

case I,integrating the Gram Charlier serie for the
integrator output distribution and grouping in
Edgeworth terms gives poor numerical approxi-
mation, due to convergence difficuties,

The characteristic function of the integrator output
being easily expressed as a function of the eigen-
values of the in phase or quadrature samplesco-
variance matrix, two methods of computing the
detection probability have been investigated :

- characteristic function inversion using Fast
Fourier Transform ; this method gives good
result in all cases.

- direct computation using residues method.
The results are excellent as long as the
number of integrated pulses remains small
(less than 15)., They become quickly unsigni-
ficant when the number of integrated pulses
grows to higher value, due to round off

errors in the numerical process.
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INTRODUCTION

L'évaluation des performances de radars
modernes utilisant des techniques de décor-
rélation d'écho de cible nécessite une mé-
thode de calcul de la probabilité de détection
dans des cas de décorrélation partielleinter-
médiaires entre les cas I et Il de SWERLING.
La fonction caractéristique de la sortie de
l'intégrateur parfait apres détecteur quadra-
tique s'exprimant facilement en fonction des
valeurs propres de la matrice de covariance,
différentes méthodes de calcul de la probabi-
lité de détection sont envisagées avec leurs
avantages et limitations,

CALCUL DE LA FONCTION CARACTERIS-

TIQUE DE L'ECHANTILLON DE SORTIE DE
L'INTEGRATEUR

Suivant 1'hypotheése de RICE, chaque élément
d'information se compose d'un échantillon en
phase %, = s, + bi et d'un échantillon en qua-
s .+b .;s, b, s etb sont
ql qt q q

les contributions du signal et du bruit sur les
voies en phase et en quadrature,

Le détecteur quadratique effectue 1'opération

2 2

2 s .
e, =x +x ; et l'intégrateur parfait

i inN
2.
Z = Z. €; , N étant le nombre d'éléments
Lay

d'information intégrés.

Par hypothese, les . bi’ s ., et bqi sont des

qi
variables aléatoires Gaussiennes, centrées,
présentant les propriétés d'indépendance

habituelles entre échantillons de signal et de

bruit, soit pour tout i et j :
closgl - efas - Elay )
clabgl - efab] - £fb b

E\LL La} E{ \"‘Tu Eqak =0

Définissons les vecteurs colonnes de taille N
S=(s,); Sq=(sqi): B=(b,); Bq=(bqi): X=(x,);

Xq:(xqi)

et notons C la matrice de covariance des

n
(@}

n

“

L#J

échantillons d'une voie (Xi) ou (xqi)

c:Eéle - €%, x;{}

Avec les notations précédentes, 1'échantillon de

sortie Z de l'intégrateur s'écrit Z: XTX+X T.X
q q

C est une matrice de covariance, Elle est donc
symétrique positive semi définie ; il existe donc une
transformation unitaire UTC U qui la diagonalise
UTC U :D\] , U étant une matrice unitaire et

[)x] la matrice des valeurs propres >\; 2> 0de C.

T

Formons les vecteurs Y = UTX etY =U Xq et

calculons leurs matrices de covariance,
ey} ey - e{Udo)- Ve < (]

Les yj et yqi sont donc des variables aléatoires
gaussiennes centrées, indépendantes, de variance )\;_,
Exprimons. Z en fonction de Y et Y :

T

T

- T m
2_=XX +qu =XU U‘X+x§U U&q

q

.
- v o+ vy
q q

3 2 L2
- é% 3"--"%(1&

Zest donc la somme des carrés de 2N variables
aléatoires gaussiennes indépendantes de puissance
égales aux valeurs propres )\;,de C .

2 a donc comme fonction caractéristique :
N
Qu=-T_4
t=1 4-—.2;\&}\;_
Application aux cas I et II de SWERLING et inter-

Afin de retrouver les résultats de SWERLING, posons

E{Efg . EUD:;} - L

signal/bruit moyen et R la matrice de corrélation des

, notons X le rapport

échantillons d'une voie de signal seul, .
La matrice de covariance C s'exprime en fonction de

R par C =] (I +XR)etsipestune valeur propre de
2

R, alors \ = 1 (1 + Xp) est une valeur propre de C.
2

Dans le cas I de SWERLING, tous les éléments de R
sont égaux 4 1 et R présente comme valeur propre
0 d'ordre N-1 et N d'ordre 1, Les valeurs propres de

C sont donc 1 d'ordre N-1 et 1 + NX d'ordre 1.
2 2
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O

C.

I.a fonction caractéristique de 2 s'écrit

W - !
d)Z ) @—AW)N—A-(A-(1+N§);W)

Dans le cas II, R est la matrice unité de

donc :

valeur propre 1 d'ordre N. Les valeurs

propres de C sont donc

oo =

la fonction caractéristique s'écrit :

} A
Y= — USIOL

Remarquons que la localisation des valeurs

propres de C sur la ligne réelle suggere une

méthode de juger de la "proximité' d'un cas de
jug P

décorrélation de cible des cas type I ou IT ;
la proximité du cas I se traduit par une mi-
gration de N-1 valeurs propres de R vers la
valeur 0 et de la Nidme vers la valeur N,
tandis que la proximité du cas II se traduit
par une concentration de toutes les valeurs

propres autour de la valeur un.

Application de la méthode des valeurs propres

(1 +X) d'ordre N et

2 une modulation d'amplitude du signal utile

dans le cas I.

Plagons-nous dans le cas I ol tous les échan-

tillons de signal sont parfaitement corrélés et

faisons subir une modulation d'amplitude au
signal de manitre & pondérer chaque échan-
tillon de signal (x;, Xqi) par une valeur ol .
Soit X le rapport signal bruit correspondant
3 la valeur de & unité,

La matrice C s'écrit alors :
LY
o, oy A,y

(1w )

0ol oy

qui a comme valeur propre 1 d'ordre N-1 et

2
L1+ X Ze).

2

Ces valeurs propres sont les mémes que celles

qu'aurait donné, dans le cas I, un rapport

, moyenne du

signal sur bruitX =
eq

rapport signal bruit des échantillons.

I -
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On peut définir alors une ''perte' par :

S 4o$&3 %q - o Qoa z%‘

Ce résultat n'est pas valable pour le cas II.

METHODES DE CALCUL NUMERIQUE POUR

CALCULER LA PROBABILITE DE DETECTION

Etude du comportement de la série
d'EDGEWORTH

On montre que si la statistique p(z) de
1'échantillon de sortie ne s'écarte pas

trop de celle de GAUSS, on peut egéprimer

la probabilité de détection P, = Jf F@dé'
y&

d @
2 _
CERRPELAES

Z et U étant la moyenne et l'écart type de
1'échantillon de sortie, Hj le polynéme
d'Hermite d'ordre i et les C; des coef-
ficients s'exprimant en fonction des cumu~
lants de la distribution p(z) ; on montre
que Co =1, C] = Cp = 0.

Le premier terme a prendre en compte
est le troisieme et Edgeworth a montré
que les contributions de méme ordre
étaient obtenues en groupant les termes
de la manigre suivante : i = 0, puis i = 3,
i=4,6,1=5,7,9.

On trouve, dans la littérature, l'expres-

sion des Cj en fonction des cumulants :

Cpoud B3 e L K s
3k ATar ) 5 S
2

Ce= 6—!‘_&3 ('Xc,* 407(;} ; %_. -?l},th-r 35'7(,,7(,)
2 2

Co = - L (K 34X, +185%,X, +230%C)
gt g 6 3 5 4

Pour exprimer les cumulants en fonction

des valeurs propres de la matrice de co-

variance, développons la deuxieéme fonc-

tion caractéristique en puissance de

(o)

R!
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N
\‘Q@F L03¢S(u) :‘ZT LO%L%(A;
- of.gi‘y-(z%)! -QLé >:

On en tire le cumulant d'ordre r
U n
R = (7—"|)! A iA,_

N Lzt
'%7.
Mais | Z \ est la trace T, de la

=t

puissance rieme de la matrice de co-
variance C, On en tire donc :
’7§L=(n_.b!2n‘17,_et en reportant dans l'expres-
sion des coefficients Cj.

CO:I’ CI=C2=O

T T

C :—_l-r._5. C=_I_._‘_‘.'C=__L_S
3 31;;,;) 4 4-5:1,/ 5 ST%
2

Un programme a été écrit afin de tra-
duire numériquement ces relations et
tester la méthode dans certains cas
particuliers connus. Les résultats ont
été mauvais et ceci d'autant plus que le
cas étudié était proche du cas I de
SWERLING.

Il est possible d'analyser plus préci-
sément le comportement de la série
dans ce cas particulier,

Les valeurs propres sont alors 1 d'ordre
2

N-1 et]l + NX d'ordre 1 et la trace T,
2
vaut N-1 + (1+NX)" qui, pour N suffi-
2T 2F
samment grand, se comporte comme
(14NX)".
2

Le coefficient C,. se comporte alors

comme .
2
(T )4
n. ',;Yz, '3
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L2,

D'autre part, C, est appliqué a la valeur
prise par le polyndme d'Hermite d'ordre

r-1 pour une combinaison linéaire du
seuil Zp = Yp-2 = Yo -2
T 27,

Or, on trouve que pour une valeur de
Zp > 2, Hy.j (Zpg) croft plus vite que
(r-1)3.
Dans ces conditions, en fonction de r, on
trouve que le terme de rang r de la série
croit plus vite que (-1)rr2. La série ne

peut donc converger.

Inversion de la fonction caractéristique
par F.F.,T.

Enfonction de la fonction caractéristique, la

densité de probabilité p(z) de
s'exprime par : -
_éu
= ()
oe) - o= [ B We
Zeo oo "
= _‘_Rc/(bz@‘-)ea édu-
m o

En discrétisant cette intégrale avec un

TN

pas A, il vient :

o -yizA
p(z) = %Rc go('fsz.A) CJ ?

Soit K le nombre d'échantillons espacés
de A de la fonction caractéristique,
L'algorithme de F.F.T. fait apparaftre

K quantités

_z;g_th
A e 1 & ¢w

K
g,= 2 GLn)
e tzo &
En appliquant l'algorithme, on peut donc

faire apparaftre K points de la densité

P@%%) - ’%Reéat) c'est-a-dire

K points situés entre z = 0 et z = an

En fait, dans l'algorithme de F.F. T.seuls

K échantillons du résultat sont signifi-
2

catifs,
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Si donc l'on s'intéresse 3 un domaine

(O, D) de variation de z pour p(z), il
convient donc de prendre % = D soit:
AT
D

5i K est le nombre total des échantillons,
les échantillons de p(z) seront donc es-

pacés du pas D .
K

Dans notre cas particulier, nous nous
intéressons en fait 3 un domaine de va-
riation de z ne commencant pas 3 zéro,
mais centré sur la moyenne T et
d'étendue + 6 O -
11 suffit donc de décaler p(z) vers la
gauche de 5 GU"Z , ce qui revient dans
le calcul 2 multiplier szLu.) par

ext (- jE-477)
K a été pris de 2048 et 8 est choisi en
fonction de UE par

A T
1295

2 et G} sont calculés a partir des

valeurs propres par

Y 2
S.a50 , naal2 N
=1 w21
On obtient donc ainsi 1024 échantillons
de la densité de probabilité de p(z)

correspondant aux 1024 points,

7 = f..éb_z'.;.k 12 Vg
1024

k variant de 1 2 1024
On en tire alors la cumulative par
simple sommation des échantillons de
la densité et la probabilité de dépas-
sement d'un seuil par interpolation entre
deux échantillons et complémentational.
Le programme de calcul correspondanta
cette méthode a été testé sur des distri-
butions tabulées du type X2 a2 2N degrés
de liberté, N variant de 1 a2 100.
Les résultats obtenus avec un échantil-
lonnage de 2048 points ont été tres satis-

faisants :
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Dans le cas le plus difficile, c'est-i-dire
le X2 4 2 degrés de liberté ol la densité
présente une discontinuité a l'origine, la
précision obtenue est de l'ordre de
quelques unités de la troisieme décimale.
Cette précision s'accroft 2 mesure que la
distribution étudiée tend vers GAUSS.
Dans le cas du probleme considéré ol
1'on étudie des cas intermédiaires aux
cas I et II de Swerling, le plus petit
nombre de degrés de liberté de la distri-
bution étudiée est de 2 (N=1). La pré-
cision obtenue est donc généralement
meilleure que quelques unités de la troi-
sitme décimale.

Avec un échantillonnage plus serré, il
serait possible d'accroitre encore la
précision, mais ce gain de précision est
linéaire en fonction du nombre d'échan-
tillons,

1l est donc apparu qu'un échantillonnage a
2048 points permettait d'atteindre une
précision suffisante avec un temps de
calcul raisonnable,

Enfin, un dernier avantage et non des
moindres, de la méthode du F.F.,T. est
de donner en un seul passage la cumula-
tive complete de la distribution, auto-
risant 3 moindre frais le calcul de la pro-
babilité de détection pour différents seuils
(mais pour une seule valeur de X),
Méthode de l'inversion de la fonction

caractéristique par la méthode des
résidus

On montre facilement que la probabilité

de détection Pd s'exprime en fonction, des

—juY,
résidus Ri de la fonction &-u)=dj£@)e} __..3
d'u,
aux poles 4 de la fonction carac-

23 AL
téristique suivant l'expression :

Pd = _'A%-'R;



A d Log &:
- -

o
88
9.‘

6377

METHODES DE CALCUL NUMERIQUE DE PROBABILITE

DE DETECTION DE SIGNAUX FLUCTUANTS

Cas d'un pole simple,

Soit M, une valeur propre simple de la
matrice de covariance, le résidu cor-
respondant est donné par l'expression :
N \//
-8
T A o AN

Fi s (l tu 1. Ak
$i

Cas d'un pole multiple.

Soient A }

FLIR )s‘, les valeurs propres

d'ordred”d“ dP de la matrice de
AL

.23A4’ [ VSO

correspondants de Cb (u,

covariance, les poles

Soit G1 ) la fonction définie par
(u - y“ ®(«)
R, est donné par l'expression :
(ot;-4
Ri = ._4_. G;,‘ )(.__4_... )
(%-4)! 2N

w4
IL.e calcul direct de Giub )

(u) est trop
complexe. On peut cependant utiliser une
méthode de progression ''en échelle” sur
ordinateur qui permet de calculer les

dérivées successives de Gj et de _1 pour
Gi

la valeur voulue de u en fonction des
dérivées logarithmiques successives de
Gj.
Pour ce faire :
On calcule d'abord les dérivées loga-
rithmiques de G; pour la valeur A
24N
jusqu'a l'ordre 0(;__, parles expres-

sions :

kI
c( Jk
+o

i \"
4)@,} Zo( I
du” J> \‘#.k _\1

U=

1
.‘L‘J) A
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. Puis on en tire successivement

&5 @) e

expressions :

"loa@:  M-4 (m-9)
GP&L%E Z46> &

U

/G.',
ol BN [CROLEE SR W RN
W fee S, 6 b

4 . —
i Ry L 1A -

jusqu'a l'ordre 0(;.4 .

Résultats d'exploitation

Un programme de calcul sur ordinateur a

été écrit pour mettre en oeuvre cette

méthode sur des distributions du type

X2 3 2N degrés de liberté. Les calculs

étaient effectuéds en double précision, La

comparaison avec les résultats tabulés a

mis en évidence : ‘

- que pour des valeurs de N relativement
faibles (N<=15), la précision est re-
marquable et atteint quelques unités de
la sixieme décimale, .

- que pour des valeurs de N plus grandes,
les résultats deviennent rapidement
inutilisables.

Afin d'expliquer cette constatation, les

intermédiaires de calcul permettant

d'aboutir au résidu ont été examinés avec
attention,

11 apparaft alors qu'un certain nombre de

grandeurs interviennent & des puissances

égales au nombre des valeurs propres.

]i)ans ces conditions, les calculs mettent

en jeu des nombres soit rapidement

énormes, soit tout petits, qui font perdre
toute précision sur les calculs effectués,

La méthode du calcul de la probabilité de

détection par la méthode des résidus ne

doit donc eétre utilisée qu'avec de grandes
précautions et pour des valeurs de N faibles,

En regle générale, la précision qu'elle

permet d'atteindre -quand elle converge-

estsuperflue ;ilestdonc préférable d'uti-
liser laméthode par F.¥F. T.



