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RESUME

Le probléme de la démodulation de phase
pour un signal bruité a été envisagé depuis peu, sous
1'angle de la théorie du filtrage non linéaire. A une
représentation gaussienne-markovienne de la phase
ont aussi été associées des équations diobservations

non-linéaires en sinus et cosinus.

Le probléme est étudié sous son aspect
probabiliste qui nécessite la description de la densi-
té de probabilité conditionnelle connaissant les ob-

servations bruitées.

Dans une premiere partie on décrira plu-
sieurs méthodes permettant de donner une appwr xima-

tion de cette densité de probabilité,

On proposera ensuite une nouvelle métho-
de basée sur un développement en série des coeffi-
cients de Fourier de la densité de probabilité pério-

dique.

Cette solution conduit & un algorithme
qui nécessite a chaque nouvelle mesure la remise

a jour d'un petit nombre de parametres significatifs.

Une comparaison des résultats de cet
algorithme avec d'autres méthodes existantes sera

donnée,

SUMMARY

The phase demodulation of a noisy signal
has been recently considered from the point of view
of non linear filtering theory. Non linear observa-
tion equations in sine and cosine have been associa-

ted with a gauss-markov representation of the phase,

The probabilistic point of view has been
adopted and needs a description of the conditional

probability density given noisy observations,

In the first part we describe several me-
thods of approximating the probability density.
Then we propose a new method involving a series
expansion of Fourier coefficients of the periodic

probability density.

This solution leads to an algorithm invol-
ving the updating of a few number of significant pa-

rameters at each iteration.

A comparison of our results with other

methods is given.
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INTRODUCTION :

Le probléme de la démodulation de pha-
se d'un signal bruité a recu une solution particulie-
rement élégante & 1'aide dudispositif appelé '"boucle

4 verrouillage de phase'',

Les travaux de VITERBI [_1_] notamment
ont permis d'analyser l'erreur d'estimation de cette

boucle en présence de bruits.

On montre [2 _ 3], que le régime per-
manent de ce dispositif corrvespond 4 1'application

d'un filtre de Kalman étendu au probléme linéarisé.

Le filtre correspondant se présente sous
une forme analogue a celle du filtre de Kalman-Bucy
en régime stationnaire (filire de Wiener), c'est-a-
dire qu'il a un gain constant, seules les fonctions de
'estimateur de la phase sont non linéaires en sinus

et cosinus.

Pour obtenir un dispositif permettant de
traiter les observations avec un gain variable, on
doit faire appbel a la théorie du filtrage non linéaire,
qui permet de tenir compte des non linéarités des

fonctions de mesure,

Durant ces derniéres années, BUCY et
ses collaborateurs [:4] s [5] ont ainsi développé
des méthodes de filtrage non linéaire pour la démo-

dulation de phase,

La solution optimale & ce probléme est
donnée par la densité de probabilité conditionnelle
de la phase connaissant la suite des observations.
Mais cette solution nécessite la remise & jour de la
densité de probabilité a4 chaque nouvelle observation,
et,cette densité devant &tre représentée par un grand
nombre de parameétres {méthode de discrétisation par
exemple), ceci conduit & un volume de calculs impor-

tant .

Diverses méthodes d'approximation, cher-

chant & représenter la densité de probabilité par un
nombre réduit de parameétres, ont été développées
Le].

Parallélement, BUCY, tenant compte de la
périodicité du probléme, étudiait la densité de proba-
bilité périodique de la phase modulo 2T0 [ 7] -Cette

densité périodique peut étre développée en série de
Fourier, chaque coefficient de Fourier étant calculé
par une relation de convolution discrete faisant inter-
venir tous les coefficients de Fourier de l'observa-

tion précédente,

Nous proposons ici une méthode permettant
d'exprimer les différents coefficients de Fourier en
fonction d'un nombre fini de fonctions de Bessel mo-
difiées, Cette méthode présente également l'avanta-
ge de conserver une erreur de troncature constante

tout au long de 1'algorithme d'estimation.

POSITION DU PROBLEME

On considére un signal x(t) que 1'on regoit
dans deux canaux différents suivant les relations :
Zl(t) = cos {x (t)) + Wy (t)

z,(t) = (t)

2 2
wl(t) et w2(t) sont des bruits blancs gaussiens indé-

sin (x (t)) +w

pendants-8n étudiera le probléme d'estimation d'une
phase aléatoire représentée par l'éguation

dx =dp

P est un mouvement brownien défini par :
Edp)=0 E@P=q at

On considérera le probléme sous la forme discréti-
sée définie par les équations ci-dessous :

X x +u
n

n+l  “n
zl = cosx_ +vl
n n n
2
n

1)

z2 =sinx + v
n n

gu % s évl % et §v2 % sont des séquences de bruits
n n n

blancs gaussiens discrets, & moyennes nulles et tel-

= = A -
les que B [un umJ B Jnm avec B qd A re
présente le pas de discretisation et
1
c o0 v
E l:v v ] = 3 avec v._ = n
-n —m mn -n 2
0 C Ve

On suppose de plus que les bruits %ung et iyn§ sont

indépendants.

DENSITE DE PROBABILITE CONDITIONNELLE

On désignera par Jn/n(x/_z0 DZgs s 2 10 2)

ladensité de probabilité conditionnelle de la phase a

l'instant t connaissant la suite de mesure(_zo, Zyseo

1
z,), 2 représentant le vecteur Zn

n
Cette quantité sera calculée a partir de la

©r Enolo

densité de probabilité & l'instant tn connaissant les

629
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(probabilité de prédiction

mesures z Sz

0210 1
4 un pas) par application du théoréme de Bayec

2, cos ) (25 ,.swx'x)]
jnln(x\zmg*\r ) K4 ezc[ "

(xlz ~-)En_1>

. —.O;..

nin-A

De plus Jn/n(x/. ..) sera calculée a par-

ti de 1'équation de convolution
r qu D (x_§)2
~T2B
(3) Ttn-g (%120, ZnA\:Kzfj
n 1in. 1(?‘—0) Zﬂ—’l)c‘\‘g
K1 et K2 sont des constantes de normalisation,

Ce probléme a ensuite été transformé en
tenant compte de la périodicité de la phase [2] . On
définit une densité de probabilité périodique par :

4 oo

(@) o= 2

2
f—o I (X4 TEm_)

on obtient alors :

3

~ 400 "‘°°-(Oc+2le ¢
nin{ xlzo, »Zn)= Krgco 2B

o[z coss)™ o n-smfa}
" n[n 4 §'..o, 4% n-1)d§

§ 2T m on obtient :
| 4O

~ _ N
(5)3,‘*1\“(&\20,..,2,\)&'[ e ZB

Si 1l'on pose y =

(Zn-co59)3(Zq —S\naﬂ,\,
[ ) J alna (81Zo,-5Zn 1) Ay

On remarque que cette expression a tous ses termes
o (=-uy2

28

périodiques sauf le terme € . On réduira 1'in-

tervalle d'intégration & [—T(— )+Tf]en "enroulant"

cette fonction gaussienne sur un cercle de ray(ong)a
X!

unité. Ainsi, en définissant Q(x-y)= e 28

1
, Varg
on aura le terme périodique : :

] (ocy) =

(6) P‘Z-’” Q (x-g+ 27p)

et la densité de probabilité périodique sera calculée
AN

par ; "
Jnmln(x\Za, )Z;n_) =K { Q(x-‘j)
(1) -
2 Ry
el o) uZn s,

Xhlhd(glzo :"')Zn_-1)d3

COFFFICIENTS DE FOURIER DE LA DENSITE DE
PROBABILITE '

A 1l'instant tn’ le coefficient de Fourier
complexe d'ordre 1 sera défini par :

nfr AR _LEoc,

(8) O.E ::f Jn‘n(x\zo)...,zm)e‘ dee -
-1

630

Enﬁ ]n('leo e

On remarquera que l'on peut mettre le terme (6)

sous la forme :

*oo _ Bu’ Lu (oY)
(9) Q (x-9)= > Z: € €
.g“ [ —cosy) +(Zn_5\n(:§) |

et que le terme €

S ecrlt 2 + 7% g
Z z E n GO5Y n S
[( n +( ) + ] o ra
1 . 2 L‘V n
soit en définissant : Zhgu —“—- Va

Vp cos (3 - '¥n)

on obtiendra : Kz €
qui peut encore se mettre sous forme d'une somme
infinie :

Vo cos{y-¥,.) VL (4=+a)
{10) Kge K3 li I

N=-oo

Ir(vn) est la fonction de Bessel modifiée d'ordre r
[s].

En reportant ces différents résultats dans la
relation (7) on obtient une relation de récurrence

pour les coefficients de Fourier [2:]
o BP2

e 1 e 2 7 (Vn) e Yp)wn n‘n'1
ap %y s e b
Z: (V) e tp ¥, nin-i
= DoplVn

Nous proposons ici une démonstration fa1sant
apparaftire les deux phases du filtrage :; prédiction
a un pas et recalage.' De plus, ceci permet de mettre
en évidence les équations de passage entre densité

de probabilité et coefficients de Fourier.

Considérons tout d'abord 1'évolution de la
densité de probabilité entre deux observations, elle
obéit & 1'équation : 4T

~ ~o

20 -k | _8g) Tyt by,
Cette équation est une opération de convolution, qui
présente des inconvénients de mise en oceuvre sur le
plan numérique. Mais on remarque qu'en prenant la
transformée de Fourier, cette opération se traduira
par une simple multiplication, -
Déterminons alors :

+T A
f Jnuln(o‘-lZo,---)z

T

on obtient : 2
D IONPERY | s jpullincd B
n+dln * E: z -
CLE = K'J €
- /-7

Ue-® Ppa-
tu(ocy) il
e

n+dln
Q,? =

nin Lpy
ap € dy doc,

1'intégrale relative & y donne :

v ]
/ e " e “F3 dy = 2% d‘(p_u..)
-7
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et celle relative 4 x sera alors :

4T .
f eP™ et gu | oyt & (p-)
.
d'ol finalement :
2
n+in —Ezg— nin
(12) O't = € O'Q

le coefficient de normalisation étant égal & 1, puis-
que pour €= 0 1es coefficients de Fourier sont égaux

al,

Lors d'une observation, le théoréme de
Bayes permet de recaler la densité de probabilité
par une simple multiplication :
' VnCOS(x-‘P"_) 4
J n(x\_z.or'rzn) =K e

Jn\n_1 (m\Zor ")Zn.‘\)

On calculera les coefficients de Fourier correspon-

dants par :
+T0 +0 +od
n v -ifoc RACRARLE I
Q_[“'f__ K'f ) ) & I,z_(vn)e(' ( ")Q,P e Pax
-7 Ns_0 Ps-ec

l'intégrale relative & x étant égale a 271 d (p +r-£)

?'r‘lnaur‘a ,:, Z -!-(?-P)\Pn. nin-4
8 T IQ (Vn) 0‘|:>

le coefficientI de normalisation sera calculé en remar-
nn
quant que ae =4 pour £= 0 et ainsi :

nin E I? Vo) e ~u(t- P) Yn nln-1
(13) aup = Lidadubind

tp¥  nind
S e Tha
il P

On remarquera que la combinaison des
expressions (12) et {13) conduit bien a la relation

globale (11).

ESTIMATION DE LA PHASE, CRITERE D'OPTIMA -
LITE

Le probléme posé étant celui de 1'esti-
mation de la phase modulo-2 7 , le critére doit tenir
compte de cette périodicité. C'est pourquoi Bucy et
Mallinckrodt [5 ] ont proposé comme fonction de

cofit :

(14) L(€)=2(1-cost)

€ représentant l'erreur d'estimation. On remarque-
ra cue l'on a un critére périodique, qui pour les fai-
bles valeurs de & se confond avec un critére quadra-
sera alors déterminé

tique, L'estimateur optimal Xx

631

en écrivant

+T ~
IM J(x|z, ,Zn) 42¢ =0
»
L o(=x o) —~
soit : sin oc? Sin ¢
cos e fosxx
-~ +C N ~
oft : S X = j.n' sin X S(oc\_;m...)_Z_n)doc.
4+

P
et cos %

1

f cos % E(x\z.o, Z,)dax
-x

Donc l'estimateur optimal de la phase & l'ins-
tant t sera donné par l'argument du coefficient de

aln
Fourler complexe a_y

Dans le cas particulier od 1'équation de la pha-
se n'est pas bruitée, c'est-a-dire ol l'on considére
l'estimation d'une phase constante mais inconnue,
1'estimateur optimal s'exprime d'une maniére simple
en fonction des observations. En effet, dans ce cas
l'equatlon de prédiction se redult a

5n+1|n (x|Zo,---,Zn) = nln,('x-lzo, 5Zn)
et 1'on obtient alors :

Jn\n (m\Z‘O ) )—2-‘7\-) =
i_[(z"o,,z:-f..yz‘n)c.osnc,-r(zo»fzﬁ J,,)smac],v

Ke 0‘ 1(3.)
ou o‘ 1(’-!'.) représente la densité de probabilité a prio-

(15)

ri de la phase. Si l'on considére que toutes les va-

leurs sont également probables entre -T et +7TT on

4

et en définissant la quanti-
2T

i

posera ‘To\-‘l (x)
té

Lin ’ [E 1 z 2 I
) -~ 4 . 1 .
(16) W‘.Le. ~ 5= ZJ + L i ZJ

on obtient pour le coefficient de Fourier d'ordre 2 :
n-H\n. nin TR yeo

G'?- (0) = &y (‘o) = K[w '_;”Ir (Wo) -
tr(x-Pn) _ifee doe
R

n-1in

d'oll en normalisant :
Ip (W) e~ tn
I, (Wa)

. . *
Dans ce cas particulier, l'estimateur optimal x de

ndln
(17) 0.»2 (o) =

la phase prend une forme simple puisque clest l'ar-

gument du nombre complexe- Q, (o) il est donc
donné par : n
2
- Z Z;
(18) tq ¢ = 222 <

Zz

. >
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ETUDE DES COEFFICIENTS DE FOURIER DANS
LE CAS GENERAL

On vient de voir que dans le cas d'une
diffusion nulle (g=0), les coefficients de Fourier
s'expriment sous une forme facilement calculable.
On envisagera donc, dans le cas général, le déve-
loppement en série des coefficients de Fourier au-

tour de cette solution particuliére,

On écrira ainsi :

n+4 in n+in
:Cl»e (0)+—1—'.-Q‘2 (4)

n+in

(19) q,?‘

n+ n

q?

LN 2)a...
2T a,  (2)+
et 1'on envisagera tout d'abord 1'étude du dévelop-
pement des coefficients de Fourier non normalisés
puisqu'il faut ensuite prendre l'argument du nombre
complexe correspondant,

et que le coefficient de

normalisation est réel.

On écrira donc 1'équation (11) sous la

) n+fn
forme : nvdln 0
c"g =T e
avec
l;-mn. _q_AzP' i ~L(lp) ¥ b\'1\n.1
(20) Pp = © e Trvnde P
et le développement considéré devient :
n+jn rw\ln q nHin qz n+1\n
n+in *'?.
avec b% (o) = 1Q.(Wn) e " ‘-?n,

Nous nous proposons alors de déterminer
les différents coefficients du développement en série
précédent et nous montrerons que chaque coeffi-
cient s'exprime en fonction d'un nombre restreint
denig‘r‘lrcitions de Bessel modifiées. Par exemple

ba (i) s'exprimera toujours en fonction de

Ty o lpo T o Iy g
Le coefficient d'ordre k du développement

(21) sera donné par la relation :

naln o2 L (p)
by (R)= 2__ STRUNE t(t-p)¥n
22 . 22. \
(22) 7&—_ Do S 4% alea
;=0 c\qd dq"*“é
soit enrc‘ﬂrli: +o0 R L(b P)\.P
by (8 = Lo g Ty a)e
(23) .j (_AZEZ):) an“-A(h._J)

Nous donnerons, dans la suite de ce paragraphe, la
+n

soit bna 1)
n
(FL> est don-

détermination du coefficient d'ordre 1,
n
la détermination du terme général b%

donnée dans L3] .

Par application de la relation (23) pour

""*“‘P) ¥Yr

k=1 on obtient : +eo

nidin
(4) ¥ n é_; I ) (E\{Zn)jn-ﬁ
[b (4) - ‘-Aa— bp (0)]

et en remarquant que

. bl I nin.4 n+in
:Z_,OIQ-}:(V“) e P by (0) = by (o)
on obtient finalement : R

nadin AR2 N+ [n

b% (_d.) = - % (0
(24) roo L2 op) Wy | nin-

+ ZI’Z-p(V“)e R bp )
Pn_oo

Considérons 1'évolution de cette équation
a partir de l'instant initial., Avant toute diffusion,
tous les coefficients des puissances de g sont nuls

c'est-a-dire : b k) =0 pourk » 0

P
On obtlent alors & partir de (24)
2 »\lo
by (4) = _.AY (o
RO R )
Le coefficient relatif au cas particulier q=0 est d'apres
17)  4lo 29

by (0) = 1Q(w°) e

- 2
d'ol B'éo(i) U [+]

— [12 (Wo) e ]
On utilisera, pour transformer cette ex
pression, la relation de récurrence suivante relati-

ve aux fonctions de Bessel (et qui est démontrée dans
(1)

(25) :nzIn(Z) = %(In_1(z) +Lnu(2)
+%2(In Z(Z)-ZIQ(Z)_\.IPHZ(Z))

&£ o

Ainsi : 4]0

bg( “"“{ [I?4 o)+I?_H(\A/)]€
W21y ) 21l We)e Ty, (0]

Pour détermmer le coefflclent a 1'1nstant sulvantqon
appliquera la relation (24) avec b? (o) =Tp( 4)9. 4

4lo
et bp (1) donné par l'expression précédente.

(26) k?g“u)= At R UAD Rl
+00 L@ )
A =P M e wo
T it (e {%52{Tpa10)

~ipfo 2
e~ \Z [IP_Z(W) 215 (W) Tp, W )]

632
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Le premier terme de cette expression sera calcu-
.16 comme précédemment & partir de la relation (25),
les autres termes seront calculés & partir de la for-
mule d'addition suivante relative aux fonctions de

Bessel établie en [3J .
2

Soient les deux vecteurs "L,, e et

L
,€ 2 représentés sur la figure 1, alors ona la

relation :
ing 2 ((np)¥y LpPe
@7 Ioln)e =PZQ Tnpla) ® P Tply)

1
ou'Le q)est le vecteur résultant

Y

Ce résultat est en relation avec la représentation du
groupe des déplacements du plan M (2) et montre
le lien qui existe entre cette théorie et les fonc-
tions de Bessel [9] . On peut également obtenir la

relation suivante :

L(n-R)Y ) i

pe-ee

L(p-R
I\mp(’”)e.LW )LPZIP

L{n-p)¢
(28) Iy g (n) e e L

& (2)

En appliquant au deuxiéme terme de (26) les résul-

tats précédents il vient :
+ o0 )
_L.(E-“) ‘~P1

) . Wo [Ih(m)e e

pe-oo 2

. N 2
e_b(e.‘-ﬂuaeb%]_\..\'_‘f:_[IQ_z(W,‘)Q

L

+ IQ_H(‘AH)

~t{R2)y

2L,

e ° 2,

_(9 Z)Q HRO%
+ IQ+2(W,I)Q - e® q)}

2Lp(Wy)e

Finalement en développant le premier terme de (26)
suivant la relation (25) et en regroupant les termes

relatifs aux différentes fonctions de Bessel on a :

2'“' iJ —L L?o —L L?»’)

(29) bp (4) = -& _i(woe +Wye
_L(R4)Qy . ¢
L +'_'§-(W QL‘{’ oW, et._‘-h)

IM (wy)e

)
°

-2 b(‘?o 2 —ZLL?‘\

_L(\’.+4)"?4+ %(W:e e wWZe

12+4 (wy)e

p.otu) e 7Y L 4wl B )
e

Tawo () €M L (uZ 4w}

IY (W4) e:-btq)ll

On remarque donc que le coefficient d'ordre 1
s'exprime simplement en fonction des 5 fonctions de
Bessel modifi¢es IQ-’L’ IQ_,' , L P 1{...1, 12+g .

Les arguments et les coefficients de ces fonctions
sont dépendants des observations,

On peut recommencer le méme processus pour
déterminer, a chaque nouvelle observation, le coef-
ficient bgﬂmu). On trouvera qu'il dépend seulement
des 5 fonctions de Bessel modifiées d'ordre £-2 s
£-1, £ B+, fre.

Ce résultat montre que si 1'on utilise un dévelop-
pement en série tel que (21) pour les coefficients de
Fourier chaque terme de ce développement s'expri-
mera sous forme d'un nombre fini de fonctions de
Bessel modifiées (1 pour le coefficient d'ordre 0, &
pour le coefficient d'ordre 1, 4 k+1 pour le coefficient
d'ordre k). .

| Si donc on utilise un développement tronqué en
guise de filtre sous-optimal, on est assuré que cha-
que terme du développement a une expression exacte
tout au long de 1'algorithme de filtrage. Ceci n'est
en général pas le cas pour la plupart des élgorithmes
de filtrage non linéaire pour lesquels les parametres
caractérisant la densité de probabilité conditionnelle
sont calculés & chaque pas & partir des valeurs ap-
prochées au pas précédent,

La forme particuliére trouvée dans la relation

n+ln
{29) nous conduit & exprimer bg (4)

sous for-
me des 5 fonctions de Bessel multipliées par des
gains variant avec le temps, et 4 chercher des rela-
tions de récurrence pour les gains,

On écrira ainsi :
+2

nin-9 _L(t-&)(‘?n-i
(30) by (4):-% bzz%t' Ip o (Wha)e

(?n utilisera alors l'expression (24) pour calculer
n¥ln

by (4)

,on obtient :
n#in -t

by ") 5 | Ly, (W) + TeWi) €

-89
-l-%;‘—EI?,z(Wn.)—ZIE(Wm)“'Ihz(wﬂ)]e' q).}

633
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42 *eo )
Ll
SA Y 1, (v)e R
2 ka2 proo P
_L(P—&f)L?n—i

%‘Lk 1 p-k (wn_*\) e

On écrira ensuite la forme générale du coefficient

a l'instant suivant :

L (R)Yn
(Wn)e

(31) by (4) = _mZ%k

ct par identification des termes correspondants
des deux expressions on obtiendra les équations de

récurrence pour les gains

2
[ %;\M } %r: _ JE Wi
n+4 n 4 W é‘LLP“-
o= & T
(32) %,nM _ % N 4_2 Wn_ et."?n.
-4 - ~4 .
%n+1 - % + 4 W:-L e-z"q)m o
2 2 L
Nl gn L, 4 WE o2t
% 2 % 2 + b n

Le gam relatif a une fonctlon de Bessel a un ins-
tant donné s'exprime donc en fonction du gain a
1'instant précédent auquel on ajoute un terme dépen-

dant d'une maniére simple des observations.

Un résultat analogue peut &tre obtenu

+1lr\.(&)

pour les coefficients d'ordre quelconque be

(3]

MISE EN OEUVRE PRATIQUE DE L'ALGORITHMF
DF FILTRAGE

du développement (21)

Nous avons déterminé des équations qui
permettent de mettre l'algorithme de filtrage sous
une forme récurrente. Les équations des gains (32)
nécessitent, & chaque nouvelle observation, un trai-
tement des données. Ce traitement sera simplifié
par l'utilisation du calcul en nombres complexes,

G,LLP'L—“

évaluer

P _

on doit, en effet,
Wy e n-

L'argument des fonctions de Bessel modifiées est

LY
+ Vn_ e th
le module de la quantité précédente.

Les équations de filtrage ont été déter-’
minées en considérant les coefficients de Fourier

non normalisés,

Dans la mise en oeuvre pratique du fil-
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tre du ler ordre on utilisera les coefficients norma-

lisés pour accroftre la précision numérique. On con-

sidére donc 1l'équation (19) :

nHin n+in v jr
C\.g = Cp (0)_\..3-1- CL% (4)-\.
1% n+d | n
be

bn+1lr1.

n+in
en rappelant que cx_?_

o niin
On calculera le coefficient du ler ordre Q’P, (‘l) par:
n+iin
by )
n+d i
kg (0)

aln n+iln

(33) ap (4)= (dq o =

niin nadln

bP (o) bo  (4)
TonHR ) n+n
bot™o) b (o)
Les différents termes de cette expression étant cal-
(17).

L'estimateur optimal de la phase pour un filtre non

culés a partir des équations (31) et

linéaire du ler ordre, sera alors déterminé par 1'ex-

pression :
bn+1\n ) 1\(1)
* 1 (o b_q
(34) x :—_CL\"S‘{ bn+1\n.( )+C‘ bn+1\n.(o)
1in
b“*4 (0) n+1 \n(d)
S B ISEC)

ou encore, en remarquant que les termes en dénomi-

nateur sont réels :

. nM\n. a4l |n
(35) “‘”ﬂ 4 (0)+ Cl[b 1 (4)
nHin nHin
b, (1)
b”i (O). b:Mln (0) %’

Pour ¢tudier les performances de 1'algorithme de fil-
trage non linéaire nous avons effectué¢ une simulation
numérique des équations du modé&le (1) ainsi que du
filtre linéarisé correspondant (boucle a verrouillage
de phase) et du filtre non linéaire du ler ordre.
L'analyse des variances des erreurs d'estimation
dans chaque cas a été faite par des méthodes de

Monte-Carlo,

Les résultats portés sur la figure 2 correspondent
4 41 séquences de 500 pas de discrétisation chacunes,
On a également porté sur la figure 2 la variance de
'erreur théorique pour la boucle de verrouillage de
phase, En effet, une analyse de 1'équation de Fokker-
Plank permet dans ce cas de trouver la densité de

probabilité de l'erreur [1] , [3]

Les différents résultats sont tracés en fonction de

la quantité \/ 2gr qui est 1'inverse du rapport signal/
bruit [5]
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On remarquera que lorsque cette quan-
tité croft, les courbes ont pour asymptote la valeur
7(3/3 qui correspond & une densité de probabilité
uniforme sur [— T+ Tt], On remarquera d'autre
part que la variance de l'erreur pour la boucle a
verrouillage de phase simulée est proche de la va-
riance'théorique, ce qui est une justification a pos-
teriori des séquences de bruit utilisées en simula-

tion,

Enfin, une comparaison entre les résul-
tats donnés par la boucle & verrouillage de phase et
ceux donnés par le filtre non linéaire montre que ce
dernier donne une variance de l'erreur plus faible
(compte tenu de l'intervalle de confiance lié i ces

estimations faites par des méthodes de Monte-Carlo)

CONCLUSION

Lia théorie du filtrage non linéaire a
été appliquée a l'estimation d'une phase aléatoire
dans le probléme de la démodulation de phase. Notre
attention s'est portée sur 1'étude des coefficients
de Fourier de la densité de probabilité périodiique
de la phase, Aprés avoir déterminé une expression
simple de ces coefficients dans le cas out la varian-
ce du bruit est nulle dans 1'équation modélisant la
phase, nous avons étudié un développement des coef-
ficients autour de cette solution particuliére. Nous
avons ainsi établi des résultats relatifs aux fonctions
de Bessel modifiées intervenant dans ces coefficients
en liaison avec la théorie de la représentation des

groupes.

A 1'aide de ces résultats nous avons
montré que chzque terme du développement en série
s'exprimait en fonction d'un nombre fini de fonctions
de Bessel et nous avons établi des équations de fil-

trage récurrentes.

Actuellement un travail est en cours
pour déterminer par la rﬁéme procédure des équa-
tions de filtrage non linéaire pour le probléme de
démodulation de phase avec un modéle de phase du

second ordre.
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