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RESUME SUMMARY
Le Calcul Stochastique (C.S.), dont les Although Stochastic Computing was introduced
principes &lémentaires ont été établis depuis rela- comparatively long ago, it is by no means a well-
tivement longtemps, est encore un mode de calcul known computing method.
trés peu connu. Hence, the first part of this work consists
Nous consacrons dont la premiére partie de of a survey of principles and conventional or ori-
notre exposé & un rappel des principes et des opé- ginal operators.
rateurs classiques ou originaux. Nous montrons en In the following section, the authors state
particulier que Ta technologie est numérique (opé- one of the generalization they have achieved :
rateurs logiques élémentaires), et le formalisme Generalized Stochastic Computing.
proche de celui du Calcul Analogique (traitement The terminal section is devoted to an ana-
paralléle : autant d'opérateurs que d'opérations lysis of what areas of signal Processing are concer-
& effectuer). ned with these computing methods : Usual Transforms
Nous présentons ensuite briévement le Cal- calculation, continuous or digital filtering.
cul Stochastique Généralisé. Finally, several applications to automatic control
Nous analysons pour finir, les domaines ol designing are quoted.

ce mode de calcul présente un intérét certain pour
le Traitement du Signal : Calcul de transformations
usuelles, filtrage continu ou digital. Nous citons
enfin quelques autres applications du domaine de
1'Automatique.
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1- RAPPEL DES PRINCIPES DU CALCUL STOCHASTIQUE
CLASSIQUE
Le Calcul Stochastique, dans 1'acceptation

habituelle du terme, a son origine formelle dans [1] .

I1 consiste & associer & tout réel x de [0;1]
une séquence de Variables Aléatoires Binaires {Xn}
telle que :

E(x,] = x

Habituellement Xn = XS(nT), oll XS(t) est un
nrocessus stochastique stationnaire binaire, dit
"codé stochastique" de x.

Cette opération est, dans sa forme la plus
&, réalisée de Ta fagon suivante :

X (t) = uleen (1))
ol U(t) est la fonction écheTon unité (ou de Heavi-

simp

side) et A(t) un processus stochastique stationnaire
dit "Source Auxiliaire". On montre aisément qu'il est
nécessaire et suffisant que FA(x), fonction de répar-
tition de A(t), soit linaire sur [O,l} . A(t) est
donc & distribution uniforme.

On voit immédiatement 1'intérét d'une telle
représentation : les opérations booléennes é&lémen-
taires sur de telles séquences vont effectuer des
transformations sur les moyennes, d partir desquelles
on pourra envisager la synth&se d'opérateurs arith-
métiques.

IT a ainsi &té montré (2] (3] (4], que Tes
opérations de multiplication et d'addition sont
effectuées par des opérateurs booléens tré&s simples :

1-1 Multiplication
Sofent x; et x, deux réels de {0,1)

X —> Xsl(t)

Xy —=Xso(t)
oft X51 (t), st(t) sont mutuellement indépendants.

Si 1'on effectue 1'opération booléenne d'in-
tersection (ET logique)

Y(t) = Xsl(t) .
11 vient immédiatement :

E [Y] Y =Xy X

st(t)

Xz,

Figure 1

1-2 Addition

Diverses possibilités sont offertes {3],ma1$
la plus simple consiste & effectuer un multiplexage
temporel des codés stochastiques Xsl(t) et st(t),
des variables xq et Xo a sommer.

Afin de conserver le caractére aldatoire au
résultat, la commande de multiplexage B(t) est choi-
sie elle-méme aléatoire. Ceci conduit & 1'équation
booléenne ° . o
Y =;Xsl(t).B(t))V(st(t).B(t))
Sous 1'hypothése que B(t) est indépendante de Xsl(t)
et st(t), mais sans qu'il soit nécessaire que Xsl(t)
et st(t) soient mutuellement indépendants, i1 vient :
v =E [Y] = p.x1+(1—p)x2
ol p=P {B(t) =1}

L'addition normée usuelle utilise p = 1/2

n

("bit équiprobable"). Cela se généralise sans diffi-
culté & Ta somme normée d n entrées (figure 2)

X1 _
| Mx Y
|
I
xSn f T
Bﬂ BP
Figure 2

ol Te mot[Bl...Bp]doit prendre équiprobablement tou-
tes les valeurs entiéres de LO,...,ZP—I]

1-3 Intégration
Le caractére binaire de XS(nT) montre qu'il est
facile d'effectuer des opérations de sommation tempo-
relle telles quey, :

Y(kT) = X,(nT) ,qui se réduisent & des
comptages. n=o
Si T est suffisammenETpetit :
!
Y(kT) ~ % X (t) dt .
o )

y(k1y = € [y(my] ~ 3 f E [x(t)] dt

Si Xs(t) est le codé stochastique de ta fonction
réelle x(t) de [0,1] , i1 vient :

y(kT) ~ %~ J x(t)dt.

[}
Cet opérateur d'intégration ouvre au Calcul

Stochastique les méthodes du Calcul Analogique.

L'une des apnlications intéressantes est la
génération de fonctions par la méthode des équations
implicites, bien connue du Calcul Analogique (cf. ci-
aprés).
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1-4 Générateurs de fonctions

On sait que le dispositif analogique repré-
senté figure 3 est susceptible d'arriver a 1'équi-
libre :

z(t) = x(t)

Soit : q9[%1(t),...,xn(t), y(t)] = x(t)

x(t)—% }i[b_—it)

K—

@ e

x‘(E)T— - (8)

Figure 3

qui permet de générer une nouvelle fonction
y() =) xq (0o (1)

Par exemple :

- z(t) = yz(t), conduit & y(t) = x{(t)

- x(t) = y(t).x;(t), conduit & y(t) = §§%E§

La transposition en &léments de Calcul Sto-
chastique de ce dispositif, conduit & créer un
module de calcul trés général ([2] » puis [3])
effectuant Addition, Produit, Racine carrée et
Division.

Soit & générer y = G(xl...,xn) ol G peut étre appro-
ximé par un polyndme P(xl,...,xn) de degré raisonna-
ble ; ce qui précéde montre qu'il sera toujours
possible de realiser P(xl...xn), qui ne fait inter-
venir que des puissances (produits) et des sommes.

Si, dans 1'opération de Codage Stochastique,
1a Source Auxiliaire A(t) est de fonction de répar-
tition FA(x) donnée, il est aisé de montrer que :

E [xs] = F(x)

Cette méthode est limitée & 1'étape de codage, et ne
peut étre introduite & un endroit arbitraire du
Calcul..

Pour pallier certains inconvénients des
méthodes ci-dessus [5] , nous avons introduit un
Générateur de fonction [6] dont 1'implantation numé-
rique est simple. I1 consiste & créer, & partir
d'une séquence &Xs(nT)} , une séquence {Z(nT)}
prenant la valeur Iy chaque fois que k"1" se sont
succédés dans {XS(nT) }.

On montre que cela conduit & générer :

z=E[z2(nm)] =f(x) = k_l(gk-gk_l).xk + g,

La figure 4 illustre le principe et deux mises
en application, de technologies différentes.
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Figure 4

En outre, des générateurs,limités & certaines
classes de fonctions utiles en régulation [7] »etad
des problémes de linéarisation par morceaux [8), ont
8té réalisés.

1-5 Restitution

I1 reste & préciser le mode de restitution des
résultats d'un calcul. Sachant que 1'information est
contenue dans Ta moyenne, tout estimateur sans biais
de moyenne peut étre utilisé.
Citons les plus courants::

X(t) = h(t) x X(t)
ol h(t) est la réponse impulsionnelle d'un filtre
passe-bas H(f).
On montre que :

var (R(t)) ~ fsT(l—xz) <pT

_ (.2 _ J’ 2 .
ol [5- JR h“(t)dt = RlH(f)I df , sous 1'hypothése
que la Source Auxiliaire A(t) fournisse des &chantil-
Tons indépendants.
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b)- Moyenneur_Arithmétigue

N-1
A~ 1
=N ZXS(HT)
n=0
sous la méme hypothése, on a évidemment :

2
Var(G?) = l_ﬁ <IN

IT s'agit d'un filtre passe-bas du ler ordre
utilisant des é&léments (intégrateurs, sommateurs)
stochastiquesicas particulier de la figure 3 avec
z(t) = y(t) ).

L'estimation x est disponible sous forme
numérique, avec une~variance :

Var [ X J€
2- GENERALISATION

Nous avons montré (6] que le Calcul Stochas-
tique précédemment résumé, peut étre considéré comme
un cas particulier de Calcul Numérique Classique uti-
lisant le principe de Quantification & Référence
Stochastique. La base théorique de ce procédé faisant

1'objet d'une autre communication au présent Colloque,

nous ne rapporterons que le résultat numérique essen-
tiel :
|x] €1, est quantifiée & Référence Stochastique Xq,

si une grandeur déterministe x, tel que

avec une représentation & n bits, nous avons montré :

2
J €N
1
T
l“
-1 \\
10 T
\Q
-~ “‘\
10 X
Q
N
107
. \\
\Y
10 _ -
1 2 3 4 -] ] 10 n
——  type B
----- type A.
Figure 5

-E [XQ] = X
- E=Sup (Var [?]}1/2 = ——1—— —Tl————
X IN (2"-8)
oli © est un paramétre dépendant de 1'origine du
quantificateur (type A ou B au se?s ﬁelBONNET), de
. A -
valeur habituelle 1 ou 2, et X N EE% XQ(k)

La figure 5 montre qu'a toute valeur de &
fixée, correspond un couple N (temps de calcul),

n (nombre de bits) qui permet de 1'atteindre.

Le Calcul Stochastique Classique n'est que le
cas particulier n = 1 (monofilaire) ou 2 (bifilaire).
11 apparait clairement qu'a précision donnée, cela
introduit un dilemme entre 1a rapidité (N) et la com-
plexité des opérateurs (n).

3~ APPLICATION AU TRAITEMENT DU SIGNAL
La simplicité des opérateurs classiques,

surtout d'addition et de multiplication, montre &
1'evidence que e Calcul Stochastique est particulié-
rement adanté au traitement paralléle des données. Son

formalisme est proche de celui du Calcul Analogique
(autant d'opérateurs que d'opérations & effectuer)
et sa technologie numérique.

On peut dégager, sans que ce soit exhaustif,
quelques centres d'intérét dans le domaine du Trai-
tement du Signal :

3~1 Calculateurs Spécialisés du Traitement du

Signal

Les transformations usuelles du Traitement du
Signal font appel aux opérations d'intégration, pro-
duit, et génération de fonctions, opérations simples
d réaliser en Calcul Stochastiques.

Nous avons deja exposé {9 {10) (11) (12) T1es
résultats obtenus avec le Transformateur Stochastique
de Fourier.

Cela pourrait facilement s'étendre & la trans-
formation de Walsh-Fourier, de Laplace, en Z, etc...

3-2 Filtrage linéaire

IT est toujours possible de décomposer un

filtre linéaire en éléments simples tels que inté-
grateurs, multiplieurs par des constantes, et somma-
teurs.

Les méthodes utilisées sont trés classiques
en Calcul Analogique (Horner, duelle, etc...). La
transposition de ces méthodes au Calcul Stochastique
(probléme des facteurs d'échelles, etc...) fait 1'ob-
jet d'un travail effectué au GAPSE 713) . On est
ainsi 3 méme de synthétiser un filtre dont tous les
paramétres sont accessibles et modifiables, ce qui
laisse envisager des applications en particulier au
filtrage adaptatif, optimal.
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