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RESUME

Plusieurs problémes de quantification et de modulation
mettent en ceuvre un ensemble indexé de points dans le
plan. Il s'agit par exemple du jeu des vecteurs arrondis
des valeurs possibles produites par un quantificateur vec-
toriel & deux dimensions ou du jeu des signaux dun
systéme de modulation dans le plan de phase. L'article ét-
udie la spirale d'Archiméde qui est une courbe paramétrée
du plan telle, qu'en coordonnées polaires, le rayon croit
proportionnellement a l'angle. La discrétisation de cette
spirale par incréments d'angles constants permet de defi-
nir des ensemble finis de N points sur la base de deux
paramétres de "design” et d'un facteur d'échelle. L article
relie certaines propriétés trés variées de ces ensembles 3
la valeur particuliere de lincrément. La valeur des par-
ameétres et la performance de bon quantificateurs pour la
source Gaussienne sont tabulés pour des débits par vari-
able compris dans la gamme de .5 & 4.5 bits par incré-
ments de .5 bit. Les quantificateurs ainsi construits ne né-
céssitent pas le stockage de leurs vecteurs arrondis.

ABSTRACT

Several problems in quantization or modulation make
use of an indexed set of points in the plane. For instance,
this could be the set of possible output vectors of a two-
dimensional vector quantizer or this could be the signal
set in the phase/quadrature plane for a modulation sys-
tem. The article studies the spiral of Archimedes which is
a parametrized curv in the plane such that, in polar coor-
dinates, the radius increases linearly with the angle. The
discrete points along this spiral obtained by constant an-
gle increments yield finite sets of N points defined by two
design parameters and a scaling factor. The article re-
lates a variety of properties of these point sets to special
values of the angular increment. The value of the param-
eters as well as the performance of the corresponding
quantizer are given in a table for good quantizers for the
Gaussian source operating at rates, per real variable,
ranging between .5 and 4.5 bits in increments of .5 bit.
Vector quantizers designed in this manner do not neces-
sitate storage of their rounded vectors.

1- INTRODUCTION

Plusieurs problémes de quantification vectorielle ren-
contrés dans le codage de la parole ou de l'image ainsi
que dans les problémes de transmission numériques
mettent en ceuvre un ensemble de signaux. Il s'agit par
exemple du jeu des vecteurs possibles d'un quantificateur
ou du jeu des signaux possibles d'un systéme de modula-
tion. Cet article considére le probléme du "design" de bon
quantificateurs vectoriels a deux dimensions pour la
source Gaussienne. Rappelons qu'un quantificateur vec-
toriel est une fonction, y = Q(x), qui & tout vecteur, x, fait
correspondre un vecteur, y, tiré d'une collection finie de
vecteurs, Q, Ce vecteur arrondi; y, est choisi de telle
sorte a minimiser une distance d(x,y) prédéfinie. Le pro-
bleme du design de bon quanticateurs pour la source
Gaussienne a déja regu assez d'attention [1-5] avec le
développement de quantificateurs dit “polaires” dans les-
quel le rayon et la phase du vecteur sont quantifiés sépa-
rement. La résolution de la phase étant fonction de la va-
leur quantifiée du rayon. Ici nous introduisons une
nouvelle technique de "design" qui présente plusieurs
avantages interessants. Cette technique est basée sur la
discrétisation de la spirale d'Archiméde.

Il - SPIRALE D'ARCHIMEDE DISCRETISEE

La spirale d'Archiméede est une courbe du plan qui se dé-
crit trés simplement sous la forme d'une fonction com-

plexe, S(¢) = u(¢) + j v(g), d'une seule variable réelle, ¢.
Cette fonction est la suivante.

S(9) = e? (1)

Considéront la collection finie, Q , définie de la fagon sui-
vante & partir de quatre paramétres.

Q(Ao-(Po,G.N) = {y,,|_yn = GS((po + nAq,); n=0,1,--N- 1}
(2)

N est la taille (ou la cardinalité) de la collection. Les vec-
teurs, y = yn, sont obtenus par échantillonnage de la spi-
rale d'Archiméde par incrément de A A partir de I'angle
de départ, ¢, L'entier, n, fournit une fagon naturelle d'-

indexer la collection. Enfin, G est un facteur d'échelle.
Afin de réduire l'interdépendance de ce facteur avec les
deux autres parameétres d'angles on le normalise par rap-
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port au plus grand rayon échantillonné sur la spirale. Cela
conduit au facteur d'échelle réduit, g, entrant dans la rela-
tion suivante.

G = g[90+(N-1)A,] (3)

C'est cette forme réduite du facteur d'échelle que nous
considererons dans I'analyse qui suivra.

Pour une taille, N, donnée on obtient une riche variété de
coliections possibles. La figure ci-dessous donne quatre
exemples de spirales discrétisées pour des collections de

taille 128, avec @,=29, g = 153 et pour diverses valeurs
de Ag, le paramétre le plus important. Le cercle unité est

également tracé.

lyse des trois paramétres de "design” pour une taille don-
née pour déterminer I'art et la maniére de construire des
quantificateurs performants (cette étude est aussi utile
pour ce qui est du "design" de jeux de signaux pour les
techniques de modulation).

il - LA SOURCE GAUSSIENNE

Considérons la source Gaussienne discréte produisant

une suite de variables aléatoires indépendantes et distri-

buees selon la loi normale. Nous groupons deux a deux

ces variables pour former les parties réelle & imaginaire

d'une suite équivalente de variables complexes (on pour-

rait aussi bien traiter ces paires comme vecteurs a deux
dimensions). Soit, x, une telle variable complexe
et y la valeur quantifiée en prenant pour critére la
distance Euclidienne carrée ou, ce qu'on appelle
aussi l'erreur quadratique.

y=Q(x) (4)
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Fig. 1a: Ap = 2.08
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Fig. 1b: Ap = 21/3 = 2.0944
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Notre but est de déterminer des collections de la
famille

Q= Q(Aq)! (po,G,N)

qui vont conduire aux plus petites distances
moyennes ou, si on exprime les performances en
déciBell, au plus forts rapports signal & bruit D.
Nous avons,

- a=efar-l ®)

.
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Fig. 1c: Ap=2.12

Lorsque l'incrément Ag prend une valeur du type 2r/m
avec mpetit (m=1, 2, 3, 4, 5, 6) la spirale discréte appa-
rait comme une étoile simple a m branches (fig. 1b, m=3).
A proximite d'une telle valeur, les m branches apparais-

sent s'enrouler dans le sens négatif (fig 1a: Ap =2n/m - ¢)

ou dans le sens positif (fig 1¢: Ap =2n/m + ¢). Lorsque Ag
évolue dans l'intervalle 2r/m, 2n/(m-1) nous allons de m
branches vers m-1 branches en passant par une variété
d'états intermédiaires comme celui de 2m branches plus
Clairsemée & 4n/(2m-1) ainsi que de splendides arrange-
ments comme celui de la figure 1d dans lesquels il est dif-
ficile de décider si les multiples branches clairsemée s'-
enroulent dans le sens positif ou négatif. Ii est clair que
ces différents types de spirales discrétes utilisées comme
quantificateurs pour la source Gaussienne conduiront
des performances trés variées. Nous allons faire une ana-

Fig. 1d: Ap=2.40

— D= 10log1o[°—§J ;00 62 = E{|x|2} /2

os

= —20l0g,,62 ; puisque o2 =1

Une collection de taille N conduit & un débit de

R =log,(N)/2 (6)
bits par variable réelle pour représenter en binaire l'indice
n resultant de la quantification. Pour un débit (ou une
taille) donné(e) la performance, D, d'un quantificateur est
bornée. Shannon a montré que cette borne est la sui-
vante.

D <D(R) = 20log,,2 R=6.03R 7
Ainsi pour un débit, R, donné, la performance d'un quanti-
ficateur sera comparée a cette limite supérieure.

IV - OPTIMISATION DES PARAMETRES

Nous nous tournons maintenant vers I'analyse de la per-
formance D en fonction de la valeur des paramétres de
design. Nous illustrons le cas de la taille N = 16. La figure



ci-dessous donne D (soit le RSB en dB) en fonction de
Ag pour différentes valeurs du facteur d'échelle réduit.
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Figure 2: Performances en dB versus Ag d'un quantifica-
teur de taille 16 pour différents gains réduits, g.

On observe une chute de performance pour Ag = 2r/m
avec m = 3, la plus sérieuse, m = 4, 5, c'est a dire quand
la spirale discréte apparait comme une étoile simple a m
branche. La figure2 confirme que le gain est un para-
métre indépendant quant aux performances et qu'il peut
donc étre optimisé séparément. Enfin on constate qu'il y
a une multitude de bons quantificateurs ayant tous des
performances similaires. Ces quantificateurs correspon-
dent aux situations ou la spirale discréte couvre I'espace
sous la forme d'un lattis assez régulier comme dans le
cas de la figure 1d.

Tournons nous maintenant vers l'optimisation du couple

g. Qg toujours pour une taille 16 et une valeur perfor-
mante de Ag.

9.7
RSB (dB)
9.6
9.5
94
93
B Gain=23
A Gain =235
9.2 R Gain=24
O Gain=2.5
® Gain=2.57
9.1
Téta0 (rad)
9 v v — v - v v
1 2 3 4 5 6 7 8

Figure 3: Performances versus @q pour diverses valeurs
du gain réduit, g.

Les deux paramétres doivent étre optimisés conjointe-
ment pour conduire au meilleur résultat.
Terminons cette section avec quelques remarques sur la
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région d'optimisation. La distribution Gaussienne est a
symmeétrie circulaire, c'est a dire que la distribution condi-
tionnelle de la phase, connaissant le module, est uni-
forme. Il s'en suit que deux quantificateurs, Qet Q’, de
méme taille seront équivalents vis 3 vis des performances
s'ils ne différent que par une rotation et/ou une symmeétrie
mirroir. Ainsi, on peut vérifier que les quantificateurs, Q 'et

Q", suivants sont équivalents a Q,

® Gain=1

® Gain=14
O Gain=19
© Gain=24
B Gain=29

Q= Q(Aq,,cpo,G,N) est équivalent a: (8)
Q= Q(—A¢,—¢0,G,N) (symmétrie mirroir)
Py A(p +2r

G
avec -—,=—

Q"= Q8+ 2km05G"N) G 4

¢

En combinant les propriétés de Qet Q' on peut voir aussi
que des incréments Ag et 2x - Ap conduisent a des quan-
tificateurs équivalents une fois accomplie l'optimisation
du couple g, @g.

Ainsi, si l'on souhaite faire la recherche du quantificateur
optimal de taille N par un algorithme, du type gradient par
exemple, on peut réduire I'espace de recherche sans
perte de généralité 3 la région suivante.

0<A¢Sn

0 < g <Gmax (©)

N A
2 ¢ < Po < Pomax

Ou gmax et Pgmax sont des quantités raisonnablement
grandes.

V - RESULTATS

Voici les performances de quelques bons quantificateurs
basés sur les spirales discrétes pour des débits allant de
.5 & 4.5 bits par variablg réelle et par incréments de .5 bit,

soit, des tailles de ok pourk=1,2,3,...9.
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R A @ g RSB Kmy
54133 139 12 1477 1.757
1 | 4.08 8 1.59 397 447
15| 38 10.2 202 6.73 6.91
2 1.4 6.3 24 9.65 9.895
251241 13.87 264 1253 12.78
3 5.3 43 24 1526 15.69
35| 2.6 29 3.06 18.11 18.90
4 1 15.99 3.14 20.99 22.17
45 1 19.5 325 2391 25.77

Table de résultats pour la spirale discréte

Les pertormances en dB sont données pour un bon quan-
tificateur spirale défini & chacun des débits, par variable
réelle, considérés. La performance est comparée 4 ce
que donne le quantificateur optimisé par l'algorithme dit
de K-moyenne [6] ¢c'est a dire en relachant toutes
contraintes sur la position des points.

i :
On définit une deuxiéme famille de quantificateur en ajou-
tant systématiquement l'origine. Plus précisément, on dé-
finit la construction Q,() comme suit

Qv = QA ®nGN) = 0UQ (A0 00, GN-1)

00, 0, représente l'origine (nombre complexe 0). Remar-
quons que 0 n'a pas besoin d'étre stocké comme un para-
métre et que le calcul de la distance d'un point donné &
l'origine est en général plus simple qu'a tout autre point.
Par ailleurs, les considérations de symmeétrie données par
les équations (8) pour définir des quantificateurs équiva-
lents s'appliquent tout autant aux quantificateurs du type
Q. Le tableau ci-dessous montre une petite amélioration
des performances & hauts débits.

R Ao Pp g RSB Kmy
b5 |1 14 139 127 113 1.757
1 1.51 184 151 3.83 4.47
151204 14 204 6.71 6.91

2 2.4 6.2 24 9.65 9.895

Table de résultats pour la spirale discréte avec point sup-
plémentaire a l'origine

Spirale discréte avec @, nul:

Finalement, on considére aussi le cas ou lI'angle de dé-
part est toujours nul. Il s'agit d'un cas particulier de la spi-
rale discréte initiale. En fixant ce parameétre on réduit la
spécification du quantificateur & un seul paramétre de de-
sign et un facteur d'échelle. La baisse de performance est
assez faible.

R Ag O g RSB Kmy
b5 14 0 1.28 1.13 1.754
1 | 4.08 0 1.8 34 432
151] 3.8 0 225 6.19 6.94
2 1.4 0 2569 9.18 9.88
25| 1.86 0 2.61 12.01 12.56
3 53 0 2.88 14.93 15.57
35| 26 0 3.0 17.88 18.58
4 1 0 3.1 20.76 22.01
45 1 0 3.2 2372 25.67

Table de résultats pour la spirale discréte pour laquelle
Fangle de départ, ¢,, est fixé a 0.

VI - CONCLUSION

Une forme de discrétisation de la spirale d'Archiméde a
été proposée. Elle permet de définir des ensembles de
points pour le "design" de quantificateurs a deux dimen-
sions. Quelle que soit la taille visée, un tel quantificateur
peut étre défini par seulement deux paramétres réels et
un facteur d'échelle évitant ainsi le stockage des vecteurs
arrondis. Certaine valeurs des paramétres conduisent a
de bons quantificateurs pour la source Gaussienne.
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