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RESUME

Les coefficients de réflexion, appelés aussi coefficients
PARtiels de CORrélation (PARCOR), jouent un role trés
important en traitement de la parole [1] en quantification et
en compression de données [2] [3]. IIs poss¢dent en effet de
multiples propriétés agréables comme :

1) ils garantissent la stabilité du filtre équivalent
reconstitué aprés quantification [3]

2) on peut définir un codage optimum a l'aide de ces
parameétres [4]

Cet article présente une méthode récursive permettant de
déterminer la statistique des coefficients de réflexion estimés
a partir de celle du vecteur constitué des estimations des
paramétres AR. ‘

1- INTRODUCTION

Les coefficients de réflexion jouent un role trés important en
traitement du signal. Ils permettent par exemple de
caractériser la stabilité des modeles paramétriques AR. Mais
ils sont également beaucoup utilisés en quantification et en
compression de données. L’estimation de ces coefficients est
généralement effectuée a partir de celle des parametres
AutoRégressifs (AR) notées @ . Il existe un grand nombre
d’applications pour lesquelles la loi de probabilité de ces
paramétres AR est supposée connue. Par exemple, Mann et
Wald [2] ont montré que la loi du vecteur [&,,...,d,] est
asymptotiquement gaussienne. Lorsque les paramétres AR
sont estimés A partir d’un nombre de points "suffisamment
élevé", on suppose alors que leur loi de probabilité est
gaussienne. Nous proposons, dans une premiére partie, une
méthode récursive permettant de déterminer la loi des
coefficients de réflexion estimés en supposant connue celle du
vecteur [d;,...,d,]. Nous présentons dans une seconde
partie quelques simulations illustrant 'étude thé€orique.

ABSTRACT

Reflection coefficients are successfully used in many fields such
as Speech Processing [ 1], quantization or data compression [2]
[3]. They have namely a lot of desirable properties as :

1) filter stability upon quantization [3]
2) optimal quantization may be defined with these
parameters [4]

The aim of this paper is to present a recursive method for
computing the estimated reflection coefficient probability
density function assuming known that of estimated AR
parameters.

2- ETUDE THEORIQUE

Les coefficients de réflexion notés k,, s’obtiennent & partir

des paramétres autorégressifs A 'aide des relations suivantes :
i=1l,...,p k,=al” (1)

[OFpROPRO]
ce s - a a;‘a;.
1£j<i-1 a7

2
d 1-k2 (2

avec al?’=a, pour 1< ;< p, p étant ordre du modele

autorégressif choisi et a, (1<j< p) ses paramtres.
L’initialisation se fait 4 Paide de la relation :

[ai?,....aP]=[a,,....a,]
On calcule ensuite les p-1 vecteurs [a{”,...,a’] pour

~i=p-1,p-2,...,1. A chaque étape, on détermine un

cocfficient de réflexion a Paide de k, = a{”. Pour estimer les
coefficients de réflexion, on commence généralement par
estimer les paramétres AR, par exemple A laide d’une
procédure des moindres carrés. Ces estimations seront notées
@, avec i = 1,..., p.Onutilise ensuite les relations (1) et (2)
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pour éstimer les coefficients de réflexion notés alors £, . Nous
proposons une méthode récursive permettant de déterminer
la densité de probabilité des coefficients de réflexion estimés
en fonction de celle des paramétres autorégressifs & ;. Dans
un premier temps, on considére le vecteur V] défini par :

vi=[a,al, ...,

) B »
al?, a8, a4y, ..., a\"]
T désignant le symbole de transposition. Notons bien que ce

vecteur peut se décomposer en deux sous-vecteurs :

* le premier contient p—i+ 1 composantes égales aux
p-i+1 coefficients de réflexion k,,.... k, :

(a2, ...,a"1
* le second posséde i— 1 composantes et s’écrit :

(a0 ... 4]

En particulier, pour i=p,ona V) =[d,,d,,....4,].La
loi du vecteur V] est donc connue par hypothése.

Nous allons alors déterminer par récurrence laloi des vecteurs
Vi=[v.1),...,v,(p)].Pourpasserdelaloide V] a VI ,
il faut noter que les p-i+1 premiéres composantes de ces deux
vecteurs sont identiques et égales aux p-i+1 premiers
coefficients de réflexion. Les i-1 composantes restantes de
VI asavoir [a{}?,...,a{" "] sont liées a celles de V]

par les relations :

b a(i) (i
ai-aPal?

<j<i- 507D
1<j<i-1  aj e (3)
c’est & dire que 'on a ;
vi1(J) = vi(§) (4)
pour j=1,...,p—-i+1
et:

vi(j)-v(p-i+ v, (2p+2-i-j)
1-vi(p-i+1)

. A (-1)
Ui—l(.])=a§1-j+)l=

pour j=p-i+2,...,p (5)

On vérifiera aisément que Pindice 2p+2-i-j prend les
mémes valeurs que j c’est-a-dire p-i+2,..., p. Dans un
premier temps, nous devons déterminer le jacobien de la
transformation correspondant au passage de V, a V| et
donc il faut inverser les relations liant les coordonnées de ces
deux vecteurs. Il n’y a aucun probléme pour les p-i+1
premiéres coordonnées puisquelles sont identiques. Par
contre, il faut étudier les i-1 derni¢res. En utilisant la
relation v,(p-i+1)=a=v,.,(p-i+1),onobtient :

v(i)-ve(p-i+s v (2p+2-i-j)
1-vi(p-i+ 1)

iy oo (-1
via()=a, ;5=

pour j=p-—i+2,...,p (6)

ce qui donne finalement :

vi(J)-v o (p-i+ Dy (2p+2-i~-j)=
[1-vZ(p=i+ DI, (D) (7)

pour j=p-i+2,....p

Les deux indices 2p+2-i-j et j sont égaux pour

i=2(p+1-j) cest adire qu’il ne peut y avoir égalité que

pour i pair. Nous devons alors distinguer deux cas :

lcr Cas : i impair

Les deux indices 2p+2-i—-j e j sont alors

nécessairement différents et appartiennent 2 Iensemble
{p-i+2,...,py={p-i+l+1,...,p-i+1+i-1)., Le
systeme (7) constitué de i~ 1 équations 2 i— 1 inconnues
peut alors se réécrire comme (i—-1)/2 systémes de deux
équations 4 deux inconnues :

vi(k)-v,(p-i+ v (2p+2~i-k)=
[l"viz-l(P"i*‘l)]Uf—l(k)
v (2p+2-i-k)-v  (p-i+ v (k)=
[1-vi,(p-i+ v, ., (2p+2-i-k) (8)
kvariantde p+2-i a p-(i-1)/2.Lesysteme d’ordre k
admet alors pour solution :
v(Zp+r2-i-k)=v,. (p-i+ Dy (k)+v,,(2p+2-i-k)

vi(k)=v (k) +vi(2p+2-i-kv(p-i+1) (9)

Le jacobien du changement de variable correspondant au

N

passage de V[ & V7 est alors la valeur absolue du
déterminant de la matrice bloc suivante :

A B
M'(c D)
A, B, C et D étant des matrices de dimensions respectives
(p-i+1)X(p-i+1), (p=i+1)x(i-1),

(I-)x(p-i+1), (i-1)x(-1)

définies de la facon suivante ;



A est la matrice identité d’ordre p-i+1,

0 coe 0
B= . e .
0 e 0

v (P) v (p+2-i)

C est la matrice nulle et

1 0 O 0 0 a

o1 o. . O a O

o 01 . . a 0 O
D -

0 0 a 1 0 O

O a O . . 0 1 O

a 0 0 . . 0 O 1

avec a=v,_,(p-i+1)

On montre alors que le déterminant de cette matrice, qui est
le jacobien de la transformation décrite précédemment, est

donné par :
2.(-1)72

det(M)=[1-a?] i>1 (10)

28me Cas : i pair

Les indices 2p+2-~i-j et j sont alors égaux pour
i=2(p+1-j) cest a dire pour j=(2p+2-i)/2. Le
systtme (7) constitué de i~1 équations 2 i-1 inconnues
peut alors se réécrire comme (i-2)/2 systémes de deux
équations a deux inconnues plus une équation 2 une inconnue,
Les syst¢mes de deux équations a deuxinconnues sont données
par:

v (k)~v, . (p-i+ v (2p+2-i-k)=
[1-v},(p-i+1)]v,, (k)
v(2p+2~i-k)-v,  (p-i+ 1)y (k)=
[1-v2,(p~i+1)]v, ,(2p+2-i-k)(11)
kvariantde p+2-ia p-(i-2)/2.

L’équation proposée ci-dessous permet de déterminer la

. v 2p-i+2
dernigre variable u,( - ) :

2Dp=i+2 -+ 2
vi(%‘—)ﬂhv,_l(p—w l)Ju,-l(Z—"—zi—)IZ)

Le jacobien du changement de variables correspondant au
passage de V, a V,_, est alors la valeur absolue du
déterminant de la matrice bloc suivante :

A B
u-(2 3)
A, B C étant les matrices définies précédemment (voir cas i
impair). Seule D est différente :

1 0 0 O 0 a

0O 1 o . . . . . 0 a o

o o 1 . . . .. .. a 0 0
1 0 a
D= 0 l+a O
a 0 1

0 0 a . .. .. 1 0 O

O a 0 . . . . .. 0 1 0

a 0 0 . . . . .. 0 0 1

avec a=v;,(p-i+1)

On montre alors que le déterminant de cette matrice, qui est
le jacobien de la transformation décrite précédemment, est
donné par :

2.(i-2)/2
]

det(M)=(1+a)[l-a i>0 (13)

A Taide des résultats précédents, si 'on suppose connue la
densité de probabilité du vecteur V, notée f,(x,,..., x,),

on peut alors déterminer celle de V], notée
fl-l(xp"“9xl)-
Dans le cas ol i est impair (i>1),ona:
l-_l
Fialx e x))=(L=x2)° £ (X e XX+ XX,
e X X ,0) (14)

Dans le cas ol i est pair (i>0), alorson a:
Frr(Xpuenn ) = (14 0 )(1 =D T F (% g X0 Xy + X060,

e (LX), 0, 0000 %+ 2,X,4) (15)
Connaissant la densité  de probabilité du

...,@;]", on peut alors déterminer,
a laide de p itérations, la densité du vecteur
vV, =[a¥,....,a"Y =[k,,....E,] La densité du
coefficient de réflexion £, s’obtient alors par intégration de

vecteurV =[d,,a,-,,

celle du vecteur V.
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3- SIMULATIONS

Nous proposons dans cette partie quelques simulations
permettant d’illustrer les résultats de Pétude théorique.
Considérons un modele AR d’ordre 2 de paramétres
a,=0.2 et a, =0.5.0nsuppose que la densité du vecteur
V,= [a..a ny
AR est gaussienne de moyenne m = [a,, a,]” et de matrice
de covariance % = al, I étant la matrice identité d’ordre 2.

constitué des estimations des paramétres

La matrice de covariance ¥ est choisie diagonale afin de
simplifier certains développements mais on pourrait de la
méme fagon considérer une matrice de covariance
quelconque. Notons simplement que, dans ce cas, le paramétre
a permet de régler la variance des estimations des paramétres
AR. L’hypothése de normalité des paramétres AR est
généralement admise dans la plupart des applications. Elle
peut parfois se justifier 4 'aide du théoréme de Mann et Wald
[5] mais une généralisation serait abusive. Les résultats que
nous proposons peuvent aisément s’étendre au cas de lois de
probabilité non gaussiennes. A partir de la loi de probabilité
des paramétres AR, nous avons déterminé celle des
coefficients de réflexion appelée densité théorique. Nous avons
ensuite généré N =2500
gaussiennes d, et d,.A l'aide des relations (1) et (2), nous

réalisations des variables

avons alors déterminé N réalisations des variables £, et £,.
La loi de probabilité de £, a alors été estimée par
histogramme (200 classes) et comparée 2 la densité théorique.
Le second coefficient de réflexion vérifiant £,=@,, il est
nécessairement gaussien et donc nous nous sommes limités a
Iétude du premier coefficient de réflexion £, . On obtient les
résultats suivants :

3.5* * Densité Estimée

+ Densité Théoriqu

Fig 1 : densité de probabilité
de k£, pour a=0.05

» Densit¢ Estimee

+ Densite Théorique

Fig 2 : densité de probabilité
de k, pour a=0.01

Comme on peut le constater, les résultats de simulations sont
en parfait accord avec les résultats de Pétude théorique.

4- CONCLUSION

Cette étude permet de déterminer de maniére récursive la
densité de probabilité des coefficients de réflexion en fonction
de celle des paramétres AR. Cette densité joue un rdle trés
important lorsque I'on cherche a quantifier les coefficients de
réflexion :

* ]a connaissance du minimum et du maximum de cette
densité permet de réduire l'intervalle de quantification,

* la connaissance de sa forme permet d’optimiser le
quantificateur c’est & dire de choisir les instants de décision
et les niveaux de quantification donnant une distorsion
minimale [4]. (Max définit la distorsion d’un quantificateur
comme Pespérance mathématique d’une fonction
différentiable de la différence entre Pentrée et la sortie du

quantificateur).
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