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RESUME

Dans cette communication, nous présentons une applica-
tion de 1a méthode du recuit simulé & l'inversion de la
transformation de Poisson-Mandel. Ce probléme inverse
étant mal posé, les techniques de régularisation par con-
traintes de douceur sont mises en ceuvre.

INTRODUCTION

La transformation de Poisson-Mandel (TPM) intervient
en optique pour les faibles flux lumineux ou I'observation
s'effectue en comptage de photons. La TPM est la trans-
formation qui, appliquée 2 la densité de probabilité (DDP)
d'une intensité lumineuse aléatoire (fort flux), donne la
répartition du nombre de photons détectés. Si I'on note
X(I) 1a DDP 2 fort flux, la répartition Z(n) du nombre de
photons détectés par pixel s'obtient par la relation :

Z(n) = j: 1 xnar (1)

n!
qui décrit 1a TPM [1]. Dans notre application, on cherche
a obtenir X(7) a partir d'une mesure bruitée Y(n) dg Z(n).

Y(n) =Z(n) + b(n) (2)

oll b(n) est une terme de bruit.

Dans le travail que nous présentons, nous nous sommes
proposés de résoudre numériquement I'équation (1) pour
un cas particulier ob X(I) est la DDP associée a I'addition
de deux structures de speckles non corrélées. 1l s'agit d'un
cas classique [2].

La résolution de 1'équation (1) est un probléme inverse
mal posé car il ne satisfait pas les conditions d'existence,
d'unicité et de stabilité de la solution vis 2 vis des incerti-
tudes de mesures dues an bruit [3]. La résolution numéri-
que de cette intégrale passe par une étape de discrétisation

- qui conduit & :

ABSTRACT

We present in this paper the application of simulated
annealing technique to the inversion of the Poisson Trans-
form. This ill-posed problem is regularized by means of
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ol ¥ désigne le vecteur des données, A la matrice de tra

formation, X le vecteur des paramétres A estimer et b le vec-
teur contenant les bruits de mesures dds aux erreurs
d'estimation (bruit statistique). L'équation (3) a une solution
de norme minimale qui est unique X*=A"*Y (o A*désigne

l'inverse généralisée) qui est obtenue par minimisation de :
Jo(X) =l Y- AX]? @

oll ll*ll désigne 1a norme Euclidienne.
REGULARISATION

Le mauvais conditionnement de la matrice A ne permet pas
d'obtenir une solution stable du probléme. Un principe
général pour s'affranchir des problémes d’instabilités est
celui de la régularisation. Régulariser un probléme c'est
admettre qu'on ne peut pas obtenir la vraie solution a partir
des données entachées d'erreurs, et que le systéme d'équa-
tions initial ne permet que de définir un ensemble de solu-
tions possibles parmi lesquelles une solution acceptable
doit &tre choisie. Ainsi on est conduit 2 introduire, dans la
formulation du probleéme, des informations sur les proprié-
tés a priori de la solution. Ces informations se présentent
sous forme d'une (ou plusieurs) contrainte(s). En ce qui
concerne notre probléme une contrainte de douceur est phy-
siquement raisonnable.

On est donc amené & minimiser une fonctionnelle avec con-
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trainte ‘qui peut s'écrire de fagcon générale [4,5]:
J(X) =A1(X, Xp) + AA2 (X, X0 ) (5)

ol A(X,Xp) est la distance quadratique entre X et X,
(solution consistante avec les mesures), et ol Ay(X,X,,)
est une distance (2 déterminer) qui a pour role de régulari-
ser la solution X en la contraignant a tendre vers la solu-
tion a priori (infiniment lisse) par le biais de A. Le
coefficient de régularisation A traduit l'importance que
l'on donne a la contrainte par rapport 4 la distance
A{(X,Xp) qui elle assure le lien entre les données et le
parametres a estimer. Deux types de régularisations sont
utilisés :

A-La premiere et la plus classique fait partie de la classe
des régularisation au sens de Tikhonov {6]. Dans ce cas
l'information a priori de douceur est introduite sous
forme d'un opérateur différentiel. Ainsi on cherche une
solution telle que la norme de sa dérivée soit inférieure a
une limite fixée. La fonctionnelle & minimiser s'écrit sous
Ia forme suivante :

J(X) =Y - AX | + Al CX|? (6)

ou C représente 1'opérateur de différentiation.

B-Le principe de régularisation peut &tre interprété dans
un cadre probabiliste. Dans ce contexte la connaissance a
priori de T'objet est traduite par une loi de probabilité ; le
principe de maximum d'entropie permet de déterminer
cette loi [7].

Si cette connaissance a priori se limite & une contrainte
globale sur l'entropie de 1'objet, la loi de probabilité de
I'objet s'écrit comme :

P(X) = exp(LS(X)) 7
avec S(X) donné par la relation ci-dessous :
S(X)=- X;logX; ®)
i

ol les X; sont les composantes de X. Si on fait I'hypothese
que b(n) est un bruit blanc, gaussien de moyenne nulle et
siil y a indépendance statistique entre les b(n), alors la
solution X est obtenue en minimisant la fonctionnelle ci-
dessous :

JX) = Y- AX [P +1 )" X; log X; 9)
i

RECUIT SIMULE

Le recuit simulé [8] est une méthode de minimisation
d'une fonctionnelle qui a la propriété de converger vers le

minimum global. Dans le cas d'une fonctionnelle quadra-
tique, les méthodes algébriques classiques donnent de tres
bons résultats et I'utilisation du recuit simulé n'est pas indis-
pensable. La méthode est plus intéressante pour sa simpli-
cité de mise en ceuvre dans le cas d'une régularisation par
maximum d'entropie, et devient quasiment incontournable
lorsque des fonctionnelles non convexes sont 2 minimiser.
A Torigine cette technique s'inspire de la physique statisti-
que. En effet, en thermodynamique statistique & une tempé-
rature T et a I'équilibre thermique, la probabilité pour
qu'une particule se trouve a un état d'énergie E est donnée
par la distribution de Boltzmann :

_E
¢a (10)
_E
S
Lorsque la température tend vers zéro, la seule probabilité

non nulle pour que la particule se trouve 2 un état d'énergie
E correspond 2 I'état d'énergie minimale du systéme. Si on

P(E) =

considere un systeme de particules 2 haute température, il

lui correspond un état de désordre total. Si on refroidit subi-
tement celui-ci, le solide que 1'on obtiendra ne sera pas dans
son €état d'ordre maximal. En effet, en refroidissant brutale-
ment, on fige les particules dans leurs positions désordon-
nées et aléatoires (ceci est un état métastable). Par contre si
on abaisse la température de fagon lente et si pour chaque
température on laisse s'établir I'équilibre thermique, lorsque
I'on approche la température nulle le solide que 1'on obtien-
dra sera dans son état d'énergie minimale, c'est a dire dans
un état d'ordre maximal. Le recuit simulé est basé sur le
méme principe, la fonctionnelle & minimiser joue le rdle de
I'énergie (cofit).

A une température initiale assez élevée, pour qu'aucune
solution (configuration) ne soit privilégiée, on part d'une
configuration initiale (solution uniforme dans notre cas).
On associe a cette configuration g; une énergie E;. A cette
méme température on choisit aléatoirement un pixel et on
lui ajoute (ou retranche) de fagon aléatoire une quantité A
(le grain). L'énergie associée a cette configuration est E;, ;.
Deux cas peuvent se présenter:

i- La différence AE=E; ;-E; est négative, cela correspond
bien a une décroissance du cofit. On accepte donc cette
nouvelle configuration.

ii - La différence AE est positive ce qui correspond 2 une
augmentation du cofit. L'algorithme de recuit simulé per-
met d'accepter des configurations correspondant A une aug-
mentation de coft si exp(-AE/T) est plus grand que qu'un
nombre aléatoire entre zéro et un (crittre de Metropolis
[9]).

On répete cette opération de perturbation des pixels de
I'image jusqu'a ce que le cofit atteigne une valeur station-
naire, ce qui correspond a I'équilibre thermique a tempéra-
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Fig 1: Variation du cofit en fonction de la température. On
constate que le cofit converge de fagon asymptotique au dela du
50 éme pas de température.

ture constante. Lorsque cette convergence est atteinte, on
abaisse d'une petite quantité la température et on recom-
mence le méme procédé. On arréte I'algorithme des que le
cofit atteint sa convergence asymptotique (systeme physi-
que a température nulle). La mise en oeuvre de l'algo-
rithme va comporter les étapes suivantes :

a- Choix de la température initiale.

b- Choix de la taille de la perturbation (grain).

c- Estimation de 1'équilibre approché a une T donnée.
d- Loi de I'abaissement de la température.

e- Critere d'arrét.

a- La température dans l'algorithme de recuit simulé
joue un rodle trés important. C'est elle qui fixe la probabi-
lité d'accepter ou de refuser les configurations défavora-
bles 2 la minimisation. Cela conduit a accepter des
configurations correspondant 2 une augmentation de colt
et permet au systtme de sortir des minima locaux. Le
choix de la température initiale se fait de facon empirique
[10]. 11 est basé sur le principe de taux d'acceptation des
configurations :

Si € est le nombre de configurations augmentant le co(it et
acceptées et € le nombre de configurations augmentant le
colit, le rapport &/e définit le taux d'acceptation. Nous
avons opté pour une température initiale T, déterminée
par essais successifs, correspondant 2 un taux d'accepta-
tion de 80%. '
b-La taille de la perturbation (grain) A est un sujet
traité assez évasivement dans la littérature concernant le
recuit simulé. Compte tenu du fait que la solution a les
dimensions d'une DDP et avec le choix du pas d'intégra-
tion utilisé, nous avons travaill€ avec des grains de 1'ordre
de 103 ou 10, 11 est évident qu'un grain trés petit aug-
mente considérablement le temps de calcul, alors que

inversement une grande perturbation conduit & une solution
non optimale [11].

c-La convergence du coiit 2 température constante est
théoriquement asymptotique. Pour atteindre cette conver-
gence approchée il faut itérer un grand nombre de fois pour
que I'équilibre s'établisse. En pratique ce n'est jamais réali-
sable. Nous nous sommes basés sur deux méthodes diffé-
rentes:

i - Une méthode empirique est proposée par Kirckpatrick
et Gelatt [10]. Elle consiste a fixer un nombre d'itérations
permettant d'approcher I'équilibre, tout en gardant un com-
promis entre le temps de calcul et la qualité du résultat.

ii - Une méthode basée sur la convergence de la valeur
moyenne relative du coiit [11] en fonction du nombre d'ité-
rations. Dans ce cas, une moyenne mobile des valeurs du
codt est calculée a chaque itération. Lorsque 1'écart relatif
entre deux valeurs successives de cette moyenne est infé-
rieure A un seuil fixé, on considére que la convergence 2 la
température considérée est atteinte.
d-La loi d'abaissement de la température joue un role
important dans 1'algorithme. Plusieurs méthodes sont pro-
posées dans la littérature. Nous avons utilisé la loi dite géo-
métrique :

Avec 0.8<0<1; le choix de o est d'importance, il détermine
la facon dont on refroidit le syst¢tme. Comme nous l'avons
déja souligné précédemment, le role de la température est
prépondérant en ce qui concerne le taux d'acceptation. Une
décroissance lente de la température implique une baisse
réguliere du nombre des configurations augmentant le cofit.
Par contre un abaissement trop rapide de la température
réduirait considérablement le rdle du critére de Metropolis
et peut poser des problémes de pitgeages dans un minimum
local.

e-Le critére d’arrét de I'algorithme est basé sur la varia-
tion relative du cofit en fonction de T lorsque I'équilibre est
atteint. Soit m; la valeur moyenne du cofit sur N paliers de
températures, m, étant la moyenne sur N autres paliers sui-
vants. On considere que la convergence est atteinte quand
(my-m;)/my est inférieur 2 un seuil fixé [11].

RESULTATS

Pour le probleéme qui nous intéresse, la DDP a fort flux cor-
respondant 2 la somme de deux structures de speckles X(I)
est donnée par la relation suivante [2] :

0ty ol 1))

L'équation (1) permet de calculer analytiquement la réparti-
tion du nombre de photons ¥Y(n) :
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Fig 2: Distribution Y{n) du nombre de photons détectés obtenue
pour une simulation de 10 000 événements, pour un rapport
d'intensité de 0.7 et une moyenne de 1.

n n+l

y(n) =M 1B

I_B (1+u)n+1 (1+Bu)n+l
ol U correspond au nombre moyen de photons par pixel
et B désigne le rapport des intensités des deux structures.
Les données Y(rn) sont simulées pour 10000 événements
obéissant 2 la loi définie par la relation (13). Un exemple
de ces données est montré sur la figure 2.
Les résultats de l'inversion sont donnés sur les figures 3 et
4 pour les deux types de régularisation envisagés. On peut
constater le bon accord avec les résultats exacts fournis
par I'équation 12. Les durées de calcul sont de l'ordre de
deux minutes environ sur une station VAX 4000.
La simplicité de mise en ceuvre quelle que soit la fonc-
tionnelle & minimiser permet d'envisager I'application aux
problémes analogues concernant les DDP d'ordre 2 avec
les contraintes supplémentaires liées a ce probléme ; dans
ce cas nous serons conduits 2 traiter des fonctionnelles
présentant des minima locaux.

(13)
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Fig 3 : En pointillé nous présentons la solution reconstruite X{(I)
pour pu=/ et B=0.7 régularisée par un opérateur différentiel (gra-
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Fig 4 : En pointillé nous présentons la solution reconstruite X(I)
pour pu=/ et B=0.7 régularisée par maximum d'entropie pour des
données Y(n) simulées sur 10000 événements. La solution
théorique est illustrée en trait plein.
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