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RESUME

Nous présentons une analyse spectrale autorégressive obtenue par
la régularisation de l'algorithme de Burg (BURG RFSDS). Cette mé-
thode consiste 4 déterminer le coefficient de reflexion 2 chaque ordre
du modele par minimisation de 1a moyenne quadratique des erreurs de
prédiction directe et rétrograde, sous la contrainte de douceur spectra-
le introduite par Kitagawa et Gersch [1]. Cette régularisation résoud le
probléme de la détermination de l'ordre du modgele, dans le cas d'un
nombre faible d'échantillons ou les statistiques deviennent "non
consistantes”, tout en utilisant les avantages des filtres en treillis. 1.'al-
gorithme est généralisable au cas du filtrage, en définissant un coeffi-
cient de reflexion régularisé multisegment. BURG RFSDS est cornpa-
1é & l'algorithme récent de Silverstein et Pimbley {2] : BURG MFE,
qui développe une analogie entre traitement de signal et physique sta-
tistique sur la base de la notion d'énergie libre.

1. PREAMBULE

Dans la méthode d'estimation spectrale haute résolution de Burg, le
choix de l'ordre du processus AR sous-jacent est un probléme crucial,
qui a des conséquences directes sur la résolution de l'analyse specirale
(un ordre faible livrera un estimateur lissé alors qu'un ordre trop im-
portant induira des pics parasites). De nombreux critéres ont été pro-
posés pour estimer pratiquement cet ordre. : les critéres basés sur
I'énergie de l'erreur de prédiction (critére de Akaike, de Hannar, de
Rissanen), les critéres basés sur la blancheur du résidu (test statistique
de portmanteau, la mesure de }'aplatissement du spectre), les critdres
basés sur l'optimisation d'un compromis entre un terme de biais et un
terme de variance afin de déterminer 'ordre optimal au sens de ce
compromis. Dans certaines applications, l'incertitude sur la détermina-
tion de T'ordre du modele, qui est liée au fait que Thorizon d'observa-
tion est extrémement court, peut étre grande. En effet, pour des Lori-
zons d'observation courts, les statistiques utilisées pour estimer l'crdre
optimal du modeéle AR ne sont plus valides (I'indétermination sur les
estimations devient trop grande) car les erreurs sont non normalernent
distribuées. De plus, l'estimation de l'ordre du modéle peut &tre coi-
teuse en temps de calcul et donc pénalisant pour des applications
temps réel. :

Clest pourquoi nous avons developpé une méthode de régularisation
de l'algorithme de Burg qui permette de choisir un ordre de modéle
élevé sous une contrainte de douceur spectrale. Cette idée de contrain-
te de douceur spectrale a été introduite, pour la premiére fois, en 1985
par Kitagawa et Gersch [1], en définissant une classe d'apriori de dou-
ceur spectrale. I1 a été montré que lorsque le nombre d'échantillons de-
vient de Y'ordre du modele, 1a solution du probléme des moindres car-
rés est inacceptable en raison de la variance excessive de la solution
qui peut aller jusqu'a la singularité de la matrice normale du probléme.
11 s'agit d'un probléme "mal-posé" qu'il s'agit de stabiliser. Pour cc fai-
re, nous allons introduire une fonctionnelle stabilisatrice au critére ini-
tial. Notre approche consiste & régulariser la solution de l'algorithme
de Burg, qui présente le triple avantage d'étre implantable en temps
réel (cofit calculatoire faible) avec une structure treillis, d'étre géréra-
lisable au cas multisegment introduit par Haykin dans le cas du fiftra-
ge ou du lissage temporel et d'étre robuste face au bruit de calcul, aux
erreurs de quantification et d'arrondis. Notre approche est, en ce sens,
plus comparable a l'application du principe du minimum d'énergie li-
bre & l'algorithme de Burg, développé par S.D.Silverstein et J.M. Fim-
bley [2].

2. PRESENTATION DES DIFFERENTES APPROCHES

ABSTRACT

We expound an autogressive spectrum analysis based on a regulari-
zed method of Burg algorithm (BURG RFSDS). A reflection coeffi-
cient is calculated, for each AR model order, by minimizing the sum
of the mean-squared values of the forward and backward prediction
errors ,with spectral smoothness constraints proposed by Kitagawa &
Gersch [1]. This regularised Burg algorithm solves AR model order
estimation when only a short span of data is available for analysis,
and when statistics are no longer valid. This algorithm conserves latti-
ce structure advantages, and can be bring in widespread use with a
multisegment regularized reflection coefficient version. BURG
RFSDS is compared with Silverstein & Pimbley's Algorithm : BURG
MFE (Minimum Free Energy) [2], based on the statistic physic mo-
del of free energy.

L'algorithme de Burg utilise la contrainte de Levinson sur les coeffi-
cients autorégressifs et optimise le coefficient de reflexion par mini-
misation de la moyenne quadratique des erreurs de prédiction directe
et rétrograde. La solution optimale (formule de Burg) satisfait la
condition de stabilité (prédicteur 2 phase minimale et inverse stable).

Silverstein et Pimbley utilise une analogie avec la physique statisti-
que, qui dit qu'une fonction de densité de probabilité qu'un systéme
occupe un état spécifique d'énergie E est représentée par une fonction
de distribution de Gibbs. L'expression de 1'énergie libre montre qu'il
existe un équilibre entre énergie basse et entropie élevée. Augmenter
la température du syst®me accentue l'importance de l'entropie au dé-
pend de I'énergie. Inversement, la réduction de la température jusqu'au
zéro absolu force le systéme dans le plus faible état d'énergie. Ainsi,
la température sert de paramétre de contrdle du systéme qui conduit
les fluctuations. Silverstein et Pimbley ont défini une fonction de cofit
qui est une fonction monotone de l'entropie spectrale H : - o.H par
analogie directe avec le terme - T.S, terme entropique de l'énergie li-
bre en physique statistique. o définit la température effective du traite-
ment de signal . Silverstein et Pimbley ont pris comme mesure de l'en-
tropie spectrale H, I'entropie suivant la forme de Shannon-Burg et non
pas quelqu' autre faisant partie de 1'ensemble infini des mesures spec-
trales lissées, parce que c'est la seule qui conduisent  une expression
simple du gradient de la fonction de colit par rapport au coefficient de

reflexion.

O(E) : fonction de densité de probabilité
F-E que k systeme occupe I'ént Ed' énergee
OE) = KT avec {E :énergie du systame
F :énergie Ibre du systtme
T :tempéraure d' équilibre du systeéme
K : constante de B okzmann
L' entropie du systéme est donnée par : S = - K. dogdE)>
D'ott I' expression de I'érergie libre: F= <E>- T.S

Notre méthode de régularisation de I'algorithme de Burg consite & dé-
terminer le coefficient de reflexion par minimisation, a chaque étage
du filtre treillis, de la moyenne quadratique des erreurs de prédiction
directe et rétrograde sous la contrainte de douceur spectrale introduite
par Kitagawa et Gersch.

Nous présentons ici de fagon comparative les fonctions de cofit dé-
finies dans les méthodes que nous venons de citer (avec m l'ordre du
modeéle AR).
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. Burg par Maximurmnd' Entropie :

N
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. Burg par Minimum & énergk litre:
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. Burg Régularisé par Fonctionnelle Stabilisatrice de Dauceur Spectrale :

1/2
E(;l:)sns =y, 2 A lim) awec lim)= J
k=0
=172

3. RESOLUTION DES DIFFERENTES APPROCHES
. Burg par Maximum d'Entropie : (BURG ME)

B = U awe U=

2
dEA ™y
2 T af

dF

La solution de Burg simple conduit a I'expression classique du coef-
ficient de reflexion, ou formule de Burg :

N
” 6= N_l,—nngﬂt a1 @) 1%+ I 1011 %]
2 - .
D™= N, 5; LIRICS R0
‘m*
Soit p_=- o

La condition sur les paramétres autorégressifs, introduite par Levinson
et généralisée par Burg, lie entre eux les coefficients AR i l'ordre m
avec ceux définis 4 I'ordre m-1. De cette relation de récurrence, on dé-

duit une relation de récurrence sur les A(m)(f) , utile dans la suite :
A = APD(g 2T A Dg)
. Burg par Minimum d'Energie Libre : (BURG MFE)

Avant de présenter notre travail sur l'algorithme de Burg régularisé,
nous allons résumer 1'approche par Minimum d'énergie libre dévelop-
pée récemment par Silverstein et Pimbley. La solution du Minimum
d'énergie libre se résume a la nullité du gradient par rapport a . .

Minimumde E™ = U™ _ o g™

172 12

P .
avec H™ = J ]n[—m——z}df =In(P_)- ‘[ 2Relin(A™"(%)1.4f
e L1A%D) "
On calcule :
gy
V. P v, ATV ()

v gm-_mT “"‘T-.df

hon m A"(D

-1/2
VF A(m)‘(f) =2. eim.A(ml)(D en utilisant la récurrence sur les A(m)(f)
m

172 b
(m-
eﬂ"f“’.A .(f).df=0 < —1-

-2 lzl=1

21 ATy
e dz=0
A1

La nullité de la dernitre intégrale suppose que | i 1< 1 ( assure que

A(m)(z) : polyndme 2 minimum de phase), or nous verrons dans la
suite que cette condition est vérifiée. Le méme résultat peut étre trou-
vé, par la décomposition cepstrale, en remarquant que :

12 172
p ik .
h{-———————-—i df=| 2 q.e?®dr=c, = n(P™)
LA™ =

12 -12

Pmpm
Le gradient seréduit 3:V, H® =51~ or P =(1- 1,1 7.P,,,
m

On en déduit I'expression finale du gradient de la fonction de cofit dé-
finie pour le minimum d'énergie libre (MFE) :

-2
VH™= = ar V. |p |%=2p
D T T Fn ”
d ol I'équation vérifiéepar p_ -
-2. 001
v, E®=z9 = D4 },lm.G(m) = -——————mz
" 1- lugl

Pour simplifier cette expression, on montre que le produit p,m.D(m)

est réel et que la solution du Minimum d'énergie libre se réduit 2 la
résolution des zéros du polyndme du 3&me degré a coefficients réels

2
- ym).(ym.G(m)+ D™ y= 2, oy,
7, D 2
avec ppy=-——— [(1-7,) intoduit 2racires non physiques tqip,l2 1]
D |
Pour 0. =0, onretrouve la solution de Burg classique . Dans le cas oll

o= 0, on peut montrer, qu'il existe une seule solution donnant . mdont

le module soit strictement inférieur & 1.

. Burg Régularisé par Fonctionnelle Stabilisatrice de Douceur
Spectrale : (BURG RFSDS)

Pour l'algorithme de Burg régularisé. La relation de récurrence qui lit
le spectre du filtre AR a I'ordre m avec celui & l'ordre (m-1) va nous
permettre de dérouler nos calculs, et de calculer la nouvelle expres-
sion du coefficient de reflexion compte tenues des contraintes de dou-
ceur spectrale ajoutées a la fonction de cofit & minimiser. La position
du probléme est la suivante :

172 2
ed d* A
E™ U™ F a0 awe D™= O 4
=0 - at

et la suite (av."n Y1, Gfinie par : Min‘ m}E(m)
K,
Soit meE(m) =0 pour les [all?}k:h..,m recherchés

Dans la suite, nous nous limiterons & l'ordre k=1, pour les contraintes
de douceur spectrale (remarque : les Kk sont des multiplicateurs de

Lagrange). Nous allons calculer le gradient suivant B, de glm),

v E®=v u™4a v D™ v D™
Bm Hr 0 py U By

1/2 172 @ 2
2 dA
avec Df,m) =J A6y " df et D(lm) = J IT(S l df
-1/2 -2
On a déja montré que: VPmU(“') =p G+ D

11 reste a calculer les deux autres gradients provenant de la fonction-
nelle stabilisatrice de douceur spectrale et qui traduit 'apriori ( au sens
de I'estimation bayesienne) sur la solution que I'on recherche :

mp 2 @, 2 {amp* (m1)
Onav, (AP =2 ATV + v, A (). A7)

en utiisant larelation de récurrence sur les A(nv(f) (Levinson)

12
m-1

en naantque: A% =2 a;(“'l.e'jz’d‘f o J ikl mf ge Sum
k=0 ’

=172
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2
on en déduit : V“me,m’ = J VumlA(mJ(f) | df = 2.1, DIV 4 2.3 21 o]
-172

m-1
D(m-l) - m-1
avec D kz:,ol a4
Il nous reste a calculer le terme du gradient suivant Ky s de Dl(m) :

2
dA™Xg
O 4

i
. (m) _
on cherche acalauler : V“le = J me

-1/2
2 2
1dA“’"”(f) arkn
fnl —dF = by

dT(m)(f). dA™1Xgy
=4t df

v + 2.M9(f)

avec M™(f) et TEN) = e 70m A1 gy

m-1
2
Soit VHan“)=2.pm.|:D(1m1)+(2n)2.m2.D€,m'1)-2.(21t)2.kz=,0k.m]aﬂ"l[ ]

+2.0m7 Z(k m> Ll

m-l
2
En remarquant que D(lm'l) =@2nl. 2K |21:Pl ]
k=0

ml m-1
soit vpmog“" =2, p.m.[(21c)2. 3 kem? |8 }+ 2.2n %, 2 (lem)?alL ot
k=0

D'ol, 'expression finale du gradient de I'énergie & minimiser :

+2 Zam-l' ml}

ml
VumE("’) = pm.G(m)+ o S Xo.[lum. k2=:0 | a;'*

m-1
+7\.1.[2um.[(2ﬂ:)2.2(k-m)2.|a¥" | J+ 2.02m? Z(k-m)z -1 ““]
k=0

L'annulation de ce gradient conduit & l'expression finale du coeffi-
cient de reflexion de l'algorithme de Burg Régularisé :

Z[k+x 22 (kem)? 1.t 4

Lk

pm»

;.a

Fm =~

!

G (m)

2
§_: [y + xl.(zn)z.(k-m)zl. lagt |

4. INTERPRETATION DU RESULTAT
. Interprétation du coefficient de reflexion

Une approche statistique permet d'interpréter ce nouveau |1, en remarquant ;

m-1 m
D™ =2 Eff_ ()b, (n-1)]=2. 2 §ale, avee ¢, =Bl x.,]
mlml

G™ =Ellf ;) | 21+ El|by; (@-1)| 2] =2. 2 Za’“‘. N

ce qui peut étre écrit de facon synthétique :

ml m
g‘ak}_‘ia;’” Pl + [ +2 2n) (km)?1 8, ,)
Bpn=- m-Tm-1

DI

1=0k=0

La™ (o, + [, +2 (2m7 (km)’] t)

D'oll'interprétation etlelien avecl'algorithme des moindres carrés régularisé :

mlm
zzaml m-1 CL ,
E0k=1 mk 1 ck1=ck-l si k#l
N

22 m-1 ‘ml

1=0k=0

Cr =01+ g +A . (km)?] si kel

f(x/Ayp
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Soit 1a nouvelle matrice d' autocorélation implicite :

R=R+D'D awc R= {exadiia, . m avec g = E[xn_l.x;_k]

avec D=Disg{ (4, +A 1.(21:)’. m2, e 2ntm-1912,.. oA 2m 1)
L'analyse de I'expression du coefficient de reflexion de I'algorithme de Burg régularisé

montre que tout se passe, comme si on introduisait une matrice d'autocorrélation implici-

te (I'algorithme de Burg ne calcule pas la matrice d'autocorrélation) dont les termes dia-

gonaux sont augmentés d'une valeur, qui varie avec I'indice dans le cas od on impose

une douceur spectrale d'ordre 1. Or, ce terme rajouté correspond au terme rajouté

dans U'estimation de la matrice d'autocorrélation explicite de 'algorithme AR obtenu

par les moindres carrés régularisé, développé par Kitagawa & Gersch et Demoment
dans leur approche bayésienne de I'analyse spectrale.

AM =- (X" X+D"D)1.X* x : moyenre delaloi aposteriori par maximisation de

1 4+
{-zTM(AM.X .X.AM)} { e e (Ar.D DAM)}

Ppp- RAyhg Ay Py} o< e

. Interprétation a partir des péles
> i1 I1
. A(m) m -k -m m. m m m
Soit A’ (z):E .z =z .]1(@z ) avec =a_=(-1)
o k=1( % b = ¥
Larelation de Levinson devient A™(z) = Alm-1)(z) B -Z m Am-1* 177"

m m-1 m-1
soit H(z-zf:') =z H(z-fl)+ p.m.n( 1z 2:1-1') or pourz=%",i=1,...,m
k=1 k=1 k=1

m
L
i =- o-————— pour i=l,...,n enposat Z='=0
[z 01
k=l

Les expressions Dk(m) peuvent étre recalculées & partir des transfor-

mées en z, en appliquant le théoréme de Cauchy et la relation :

. VJ‘“’-E

'(n-p)lU(P)v(n P e ()P la dérivée pitme

m ~ & = s, d i
Do+ (1 ):[I(z—zf)‘n(l-z ) 21 ot RIH(Z-ZE)-H(I‘L zf)]
k=1 k=1 k=1 z=0

Flk=1

v
5 )«ﬂ(m)z 1’H(zz >+z"‘ZH(z-zb{(m)H(x-zzk »ZH(l -2y )}

kxj

m
2
On refrouve les expressions  Iff = (21t)2kz p. [a:,“ i

( m 1 m
SRR DD | E S F D D
=ljy=1 p =1 k=1 ij=1 Tig= im.p=
i2#1 dpripakp iz#) im.pAmp-1
j;“jl 1 i.;'.1-1”*‘1

Par exemple pourm=3,ona:

Di=1+12 +5+ B2+ 82 + 37+ 25 L + 12238 12

D =@} (13 + B+ 3P+ 415D+ 22 + B4 P +912232 )

11 apparait, a travers les Dk(m) que la régularisation a deux effets sur

les pdles : rapprocher les pdles du centre, favoriser une répartition iso-
trope des pdles sur 27 (approximation d'un bruit blanc par un nombre
restreint de pdles : isotropie des pdles au niveau de la puissance bruit).

. Lien entre les méthodes

Le probléme du Minimum d'énergie libre peut se présenter sous la for-
me d'une extension non-linéaire des équations de Yule-Walker, on dé-
montre ainsi que le probléme MFE conduit i 'équation suivante :
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m m m
[+ 1 . s
E,oak. G =P 81.0 - FZ:O?::O;TA a.a.4,, avec w =1 pourlulsm 0 ailleurs

avec S.(f)= ISP consistarte, on montre alors que :

IA(E) 1

172 12
caa 1 . o o.P 1
P—ZZ“-,—i.q.ai.aj,i_,=an J |A(f)4.df _—Tvll ‘[ ﬂdf

#0j=0 Vi S.(

<12 <172

1

1”2
Ce qui est une extension du msJ =——=df qidonneE = A (R+c.DA

54D
1n

II existe également des méthodes de régularisation, qui adoptent I'ap-
proche par espaces propres et partent de 'expression du ME suivante :

-1
(N N
+ 1 . P F T
Sl =(§i§1pike;’vivkerj aveep, SAA)TY My ot e eI 1y
172 N1 12 4
obtenu classiquement par Max InS(f). o + Z o] f).e‘mﬂ‘m df
) 0

-172 112
Mais on peut également imposer que les données 2 toutes les fréquences
possédent des valeurs de projection sur les vecteurs propres fixées [3]:

172 172
N N
EeiJ S@Je'v,P.df ou EB;J ) e . df
izl i=1

-172 172

5. GENERALISATION AU CAS MULTISEGMENT
. Burg Multisegment Régularisé

En adoptant I'approche de Haykin, on généralise notre algorithme au
cas multisegment, et on le robustifie en y intégrant une pondération
statistique des segments (applications : filirage, estimation lissée, ...)

p-l
DP* + z,kz_l [y + A @R (K - plaft.ay

ul,p =- p-1 N
GP 422 A, + k‘.(21r)2.(k -p)*1. 1ak)
k=0
I 2 N
D® =2,§:K(xi_p_l) 2 by ()£ ()
avec Ix-l ;qﬂ—l
) 2 2 2
G = R tipn ) & Uys@®+ by g 10117
il b n=p+1
2
2 P(xi'p;llsj =1).Ks =1)
K(xi,p-l) =

2 2
P(xi_P_l,éj =1.PGs; = 1)+F’()(_i_p_l/si = 0).K(s; = 0)
s, =1:lacelulei apmartient 4 la population statis tique majaritaire de la fenéire
avee {si =0:lacelulei appantient 4 1a population statis tique minoritaire de Ia fenétre
Cete formule est obtenue en minimisant la puissarce d'ereur moyenne

21

2 L 2 2 2
Upt'=RP, A ) = i-—-le(xi'P'l )P, ,= 12;1 KGA, ) ECCNY, )

GeC avec C={C/C=(s; =0}, 1avec o, ={01})

N
2 a2+ 1ol [, 1y
_n=p+1

2 1o= T4 Fio
avec xi,p-l = P['p_l et i=l s
Pl.p.1 =[1- “’Ll.p-ll ]P[_p.z
2 2
pourp>0, P(x, p.l/si=1) estune loide % a AN-p) degrés de libertés
6. APPLICATIONS

Les applications de l'analyse autorégressive par Burg RFSDS sont
multiples : filtrage doppler, détection de rupture, caractérisation, ....

En particulier en traitement d’antenne, olt le nombre de capteur est fai-
ble et prédispose a l'utilisation de Burg RFSDS, pour utilisation dans :

S©)= Py d/A . avec {7\, :la lc‘mgwurd' onde
M d : la distarce entre capteurs
Z %{ e-j21d: @/Xcos(6)
x=0
7. RESULTATS

ordre du modéle : 9, nombre d'échantillons : 10 / Comparaison ME, MFE, RFSDS :

Burg non regularise ~ 10 tirages
Su_cosllicy Se_referdon Coetiiciont da reflaxion ~ ler twoge

b SRS 45 ab

Burg MFE — ALPHA=1 - 10 tirages
ion

Hodule Gy cosiiitient da refies Costticrant de refiavion ~ ler ticoge

0 ®
Gie 0u moseession

Poies au filre_autorgrersit

cositiciem ge relienion

Contiiciont o

ar tieage

Burg regularise ~ L0=1 - L1=0.001 - 10 tlraqes
Moguie oy L X x'xvl -

Conens acwetrome oF metionce an o

<100

-04 <0 00 01 04
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