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RESUME

Nous nous proposons d’étendre 1'algorithme d’analyse
spectrale haute résolution TAM au cas bidimension-
nel.  Cette extension ne consiste pas uniquement en
une rééeriture de ’algorithme au moyen de produits teu-
soriels. En effet, il appearait rapidement un probléme
d’apperiement des couples de fréquences. Nous proposons
donc une solution & ce prcbléme, puis une alternative &
Palgorithine bidimensionnel pur, dont le coap de calcul est
élevé. Nous proposons enfin vne étude expérimentale des
performances en termes de peuvoir séparatenr, résolution
et variance d’estimation pour diverses conditions de Lruit.

1. INTRODUCTION

L’analyse spectrale bidimensionnelle, comme en attestent
les travaux récents {1][3], suscite un intérét tout particulier
,s0us I'impulsion netamment de la communauté du traite-
ment. de Uimage. La méthode d’analyse spectrale haute
résclution MUSIC a d4ja fait 'objet d’une adaptation [1]
et d'une étude de performances [3]. Nous prolongeouns ici
ces travaux par une extension de la méthode TAM (Toeplitz
Approximated Method) au cas bidimensionnel, -suivie par
la présentation d’une alternative *dégénerescente’ beaucoup
moins coliteuse en calculs gue la méthode bidimensionnelle
pure, valable dans le cas ol ie nombre de sources est sup-
posé réduit.

2. RAPPEL SUR LA METHODE DANS LE CAj
1D. :

2.1. Le cas non bruité.
2.1.1. Mise en forme des données.’

Considérons un signal y, somme de p exponentielles coir-
plexes :

. p . v R .
ylk] = Z ay e kenten) pour b =0,...,N -1

n=1

(1)

ol an, wn et ppsont respectivement les amplitudes, les
fréquences et les phases de chacune des exponentielles. Les
fréquences sont supposées distinctes.

ABSTRACT

In this paper, we address the problem of estimating bidi-
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Les données sont ensuite disposées dans une matrice de type
Hankel de taille L x (N -~ L +41) :

Y = [yl 4 Docksn—z (2)
0<I<L-1

olt L est vn entier vérifiant les inégalités suivantes : p4+1 <
LI<NA1=p A '
On montre que cette matrice peut se rééerire de la maniere
suivante : - '
Y = SLDz'ag(akei“”‘)SN_LH (3)
ot S désigne la matrice dont lés p colonnes sont les
vecteurs de direction classiques :
— L L __ [pdawk
S = Col{eg), avec ef = [e ]ogqu—l- (4)
On remarque, du fait des hypothéses sur L et de la structure
de type Van der Monde ds ia matrice Sz, que Y est de rang
p. '
On peut d’autre part décomposer cette matrice Y en valeurs
singulitres, soit : ‘ o
Y =USV; (5)
oil 'on a uniquement conservé les p valeurs singuliéres non
nulles.
Il est elors clair que les colonnes de Uy et Sy, sont des bases
de espace image de Y. 1l existe donc une matrice réguliere
P telle que Pon ait la relation suivante :

Sy = U,P (6)
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2.1.2. Relation fondamentale de TAM.

La clef de la méthode TAM se trouve dans la relation suiv-
ante :

St | Diag(e**) =S¢ 1 (M)

ol 1 (resp. |) signifie que l'on a retiré la premiére (resp. la
derniere) ligne de la matrice Sg, pour obtenir cette nouvelle
matrice Sz, T(resp. St |).

L’équation (6) donne d’autre part les deux relations suiv-
antes :

Sy l=Us | Pet S, 1=U, 1P 8)

qui par (7) et puisque P est supposée réguliére donnent
avec D = Diag(e**) :

U | (PDPY)=U, 1 (9)
que 'on réécrit par commodité :
U, | F=Us T (10)

11 est clair que les pulsations €*’* 3 estimer sont les valeurs
propres de :
F=U "UsT an

ol f signifie pseudo-inverse.

2.2. Cas Bruité.

On proceéde exactement de la méme maniére que dans le cas
non bruité, mais ici la matrice U; ne donnera qu’une estimée
d’une base de I’espace signal, puisqu’aux valeurs exactes du
signal se superpose un bruit blanc Gaussien. Ensuite le fait
de prendre la pseudo inverse pour le calcul de F dans (11)
signifiera que le calcul se fait au sens des moindres carrés.

3. ADAPTATION AU CAS BIDIMENSIONNEL.

3.1. Mise en forme des données.

Ici nous nous préoccupons d’un signal constitué de la su-
perposition de sinusoides bidimensionnelles. Le signal, s’il
n’est pas bruité, est modélisé par des exponenticlles com-
plexes d’amplitudes ax, de phases aléatoires ¢y et de cou-
ples de fréquences {wg, ), dont les composantes corre-
spondent & celles de la fréquence du phénomeéne selon les
axes d’abscisses et d’ordonnées, soit donc :

[k l] — Z G ez(kwn+lﬂn+<pn)

avec 0< k<N —-1etO0<I<Ny-1 (12)

Nous nous inspirons alors de la méthode TAM monodimen-
sionnelle et réécrivons lexpression (12) sous la forme suiv-
ante :

ylki + kg, 11 + 1o = 3o apeflitka)ont (b ti)ntenl
oul0<k <L:i—1, 0L €0y~ 1,
0§k2 SN]—Ll, OSZQSAT —-Lget‘
p+1<L;,<N;+1—ppouri=10u?2.
(13)
Tntroduisons les notations (concernant des vecteurs
colonnes) :

Jo— [pipws — 1 ip02
wf=e A]OSz)S(L—l) et () = le k]os;»s(L—l)

L,L A
et &7 = wl ® Of

Ou & est le produit de Kronecker de deux matrices.

Le produit de vecteurs ( 13) peut étre alors interprété
comme élément [Y]; 1 1y wo(vy—1y)4s, QU produit des
trois matrices :

L1+1,N2—L2+1]
k= d P
(14)
Qui peut s’interpréter & partir des données ylk,!| comme
une matrice de Hankel dont les éléments sont eux mémes

des matrices de Hankel :

Y = [ fl,Lz]k ] Diag(akei"”k) l:gkNl—
=l..p

Y = [Yi,,1] o<ti<ro—1 (15)
0<la<Ne—Lo>

Ol 4,1, est la matrice de Hankel suivante :

Yi i, = lylks + k2, lh + 1]} o<ky<zy -1 (16)
0<ka<N1—Ly

Introduisons finalement la notation suivante : Spp =
Col [g],:’[”] qui est une matrice de dimensions (L x L') x p.
On obtient alors 1’égalité suivante fondamentale de
décomposition de la matrice des données Y :

Y = S1,,0,Diag(arxe™*)Sny —L;11,Np- L1 (17)

On note que le rang de la matrice ¥ est égal 2 p (On
aura remarqué par exemple que les L; premiéres lignes de
SL,,Ly> ou les Ly premicres lignes de chacun des groupes de
L. "ignes constituent une matrice de Van der Monde dont

" le rang est p du fait de la condition sur L; et Lo, et des

fréquences supposées différentes).
Cette matrice Y est par ailleurs décomposable en valeurs
singulieres :

Y = U3V, (18)

ol la matrice U, est la matrice contenant les p vecteurs
propres correspondants aux valeurs singuliéres non nulles
de Y qui sont au nombre de p puisque Y est de rang p. Ces
vecteurs forment une base de 'espace image de Y.
Les colonnes de Sr,,r, forment elles aussi une base de
Iimage de Y, et on peut donc affirmer existence d’ure
matrice P non singuliére telle que l'on ait la relation suiv-
ante :

Sp.p =UP (19)

3.2. La méthode TAM & proprement parler

Notons )

Sy iP9= Collwf 1® @0 1@) (20)
et ,

Sz 1P%= Collwf | @0k |@)] (21)
ot la fleche simple a la méme signification qu’en (7}, et dont
1(Plet | Psont les itérées p fois.

On a alors la relation fondamentale de la méthode TAM ici
transposée au cas bidimensionnel :

S 49 Diag (ei(zwk-kqﬂk)) = Sy 1 174 (22)
D vid’apres la relation (19), et puisque P est non singuliére

U, |74 (PDPY) = U, P4 (23)



ol D = Diag(e!Pws+a9x)),
On peut par commodité réécrire (23) de la maniére suivante

U, y»1 F = U, P90t F = [U, 429U, 179 (24)

Les exponentielles complexes contenant les combinaisons
linéaires des pulsations cherchées sont alors valeurs propres
de la matrice F.

On note en premier lieu qu’il serait nécessaire de réitérer

. . ’ I
Palgorithme une seconde fois, pour un autre couple (p ,q

afin de résoudre un systéme linéaire 2 x 2. Cependant, les
deux décompositions en valeurs singuliéres étant effectuées,
on ne pourra a priorl pas mettre en correspondance les
valeurs singuliéres obtenues. C’est pourquoi on ne va pas
limiter I’étude aux seules valeurs propres de F' mais étudier
ses vecteurs propres qui eux vont permettre par la relation
(19) de retrouver les colonnes de Sy, r,,,dont nous connais-
sons la structure. Une simple identification permettra alors
d’estimer, par couples, les pulsations recherchées. Cette
démarche a déja été adoptée dans [2], dans le cadre monodi-
mensionnel, et se montre idoine et robuste.

3.3. Discussion

On constate immédiaternent que le défaut de cette méthode
provient de sont coiit rapidement dissuasif en termes
de complexité algorithmique. Pour remédier & cela, on
peut, en adoptant la démarche de [1], penser effectuer
l'algorithme TAM-1D selon deux directions de I'image.
Une telle démarche permet alors de déterminer séparément
les fréquences horizontales et verticales en réduisant de
maniére significative la quantité de calcul requise. Cepen-
dant on peut remarquer que la démarche développée
précédement n’est pas optimale, dans le sens ou la matrice
dans laquelle sont rangées les données contient énormément
de redondance comme le montre la décomposition
(14), la matrice de droite n’intervient aucunement dans
l’algorithme. 1l est donc naturel de chercher une autre mise
en forme des données, qui supprime cette redondance.

3.4. Découplage des composantes fréquentielles
3.4.1. Mise en équation de la méthode

On applique le principe énoncé ci-dessus, de maniére 4 ce
que les premieres composantes des fréquences soient placées
dans la premiére matrice, et les secondes dans la matrice
de droite, soit avec les notations déja familieres :

r
y[k’ l] = Z anei(kwn+lﬂr.+<;’n) (25)
n=1 .

Qui peut étre réécrite de la maniére suivante :

y[k,l] = [eikwj]jzl...p Diag(akeiwk) [ i;mj]jzl...p

(26)
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On introduit naturellement la matrice des données suivante

08

wht ] Diag(aye®®*)

)" |
(27)
qui n’est rien d’autre que 'image dont on dispose au départ.
On remarque déjd un aspect limitatif de la méthode,
puisque pour s’assurer que Y est de rang p, il faut que
les premiéres et secondes composantes fréquentielles soieat
distinctes entre elles. Il ne faut pas cependant rejeter la
méthode, si ’on admet qu’un tel cas est pen piausible en
situation réelle.
On rappelle que 'on peut décomposer cette matrice ¥ en
valeurs singuliéres :

Y = U8,V

3.4.2. Eatraction des fréquences

On applique la méthode TAM classique oll mixte (cf Farrier
et Mayrargues) qui permet d’estimer les premiéres com-
posantes des couples de fréquences. On constate alors
qu’une seule décomposition en valeurs singuliéres d’une ma-
trice Ny x N3 sera suffisante afin de déterminer les premiéres
et les secondes coinposantes, puisqu’une simple transposi-
tion de la matrice des données permettra d’appliquer di-
rectement ’algorithme une seconde fois et d’obtenir ces sec-
ondes composantes.

Il est bon de noter que l'intérét est ici double, par rap-
port au cas bidimensionnel puisque naturellement on réduit
les calculs d’un facteur 2 x N3(dans le cas ol 'image est
carrée), mais on évite de plus la mnise en forme des données
(14), qui était alors assez complexe.

Malheureusement, comme lindique le titre de ce para-
graphe, il y a découplage des composantes fréquentielles,
c’est dire qu’ayant estimé séparément premiéres et secondes
composantes, on ne sait pas a priori comment les apparier.
On peut dans un premier temps penser a l’application
d'un véritable algorithme 'TAM monodimensionnel selon
d’autres directions. Comme noté dans [1] cette méthode
n’est valable que pour un nombre limité de sinusoides. On
se contentera plutot d’une simple FFT | dont le réle ne sera
que de localiser les fréquences dans le plan, l'estimation
ayant déja été effectuée.

3.5. Résultats expérimentaux
3.5.1. TAM-2D

Nous présentons ici les performances de I’algorithmes TAM-
2D, en termes de biais, variance de Perreur d’estimation
et pouvoir séparateur de la méthode pour quatre rapport
signal /bruit. L’analyse du pouvoir séparateur consiste &
étudier expérimentalement le taux de bonnes détections en
présence de deux sinusoides, une bonne détection étant car-
actérisée par le fait que les fréquences estimées se trouvent
a Pintérieur des disques tangents respectifs, de centres les
deux fréquences.
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Le calcul de la borne de Cramer-Rao, concernant
l’estimation de I'une des composantes de sinusoide dans un
bruit blanc Gaussien dans le cas bidimensionuel, a déja été
effectué explicitement dans [1] et nous ne faisons ici que
rappeler lc résultat :

602
’ } = 28
CR(v) (27)2a2 N1 No(NE — 1) (28)
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8.5.2. Alternative dégénérescente

Nous présentons ici les performances de lalgorithme
dégénéré. On note un biais fort, qui ne s’atténue pas 3
mesure que le rapport signal/bruit augmente. De méne,
la variance de erreur d’estimation: atteint trés rapidement
un palier, beaucoup plus élevé que dans le cas de TAM-2D.
On sc-garde bien siir d’effectuer une comparaison 3 une
borne de Cramer-Rao, puisque l'on effectue une estimation
non-conjointe des couples de fréquences.
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4., CONCELUSIOM

Nous avons proposé une adaptation de l'algorithme TAM
au cas bidimensionnel. Les résultats obtenus sont tout
& fait satisfaisants;, et comparables a c2uv ot bterus nar
Paprlication dz atgorithme MUSIC-2D i
on note le méme effet de rendement de l’algouth i bui'—
mensionnel : Vestimateur se comporte bien jusqu’d -6db,
alors qu’un zt].gorv_tln.ie menoeditaensionnel aurait atteiut ses
limites & 3db. La version dégdpercscente, quoique perfor-
mante en termes de caleuls; montre rapidement ses limites,
et surbout 16 tend pas & donner de bon résultats lorsque le
rapport signal/bruit devient favorable.
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