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RESUME

Nous mettons en place le formalisme qui permet
d’exprimer, dans les domaines temporel et spectral, les
statistiques cycliques pour des signaux cyclostation-
naires & valeurs complexes. Ce formalisme est déve-
loppé dans un contexte probabiliste. Nous montrons
que les multispectres de signaux cyclostationnaires
prennent leur valeurs sur une famille d’hyperplans qui
étend la notion de multiplicité stationnaire. Le pro-
bléme du choix des retards dans Yexpression des mo-
ments (ou cumulants) est abordé. Les effets du filtrage
sur les multispectres cycliques sont explicités. Ces
nouveaux outils sont ensuite appliqués a des signaux
de télécommunication (modulations de phase numséri-
ques). L'intérét des statistiques d'ordre supérieur cy-
cliques pour de tels signaux est manifeste, notamment
en raison de leur non circularité.

1) Introduction

Selon que les propriétés statistiques d'un signal va-
rient ou non dans le temps, on dira qu'il est station-
naire ou non stationnaire, et cette classification en
deux catégories guide, de maniére habituelle, le choix
d'une méthode de traitement. Pourtant, pour de nom-
breux signaux, qu'ils soient d'origine naturelle ou hu-
maine, les paramétres physiques du systéme dont ils
sont issus varient périodiquement dans le temps, et
leur propriétés statistiques sont également périodi-
ques. Ces signaux non stationnaires particuliers, dits
cyclostationnaires, doivent faire 'objet de méthodes de
modélisation et de traitement adaptées, si I'on veut ti-
rer parti du caractére périodique de leur distribution
statistique. En particulier, les signaux de télécommu-
nications subissent des transformations périodiques
lors des opérations d'échantillonnage, de codage, de
modulation..., qui les rendent cyclostationnaires.

La cyclostationnarité & I'ordre deux suppose que les
deux premiers moments du signal (moyenne et fone-
tion de corrélation) sont des fonctions périodiques du
temps absolu. Ces propriétés ont été assez largement
exploitées dans de nombreux domaines [1].

On se propose de mettre au point des caractérisa-
tions plus complétes que la caractérisation a l'ordre
deux, en utilisant les statistiques d'ordre supérieur,
conjointement aux propriétés de cyclostationnarité. A
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cet égard, des travaux ont déja été effectués (cf. [2] et
[3]). Mais il apparait que de nombreuses questions sont
encore ouvertes quant a la définition des outils les plus
significatifs et les plus efficaces. En particulier, un des
points cruciaux concerne la mise au point du forma-
lisme pour des signaux & valeurs complexes (qui in-
terviennent notamment lors de la modélisation des si-
gnaux de télécommunications).

La premiére des deux parties de l'article expose ce
formalisme et étend, & un ordre n quelconque, la fone-
tion de corrélation spectrale connue a Tordre 2.
L’accent est mis sur le fait que le choix de Yinstant de
référence des statistiques influe sur la représentation
obtenue. Dans un second temps, I'intérét de ce forma-
lisme est mis en évidence sur des modulations de
phase numériques ; pour ce type de signaux, les divers
degrés de circularité aménent a envisager des cumu-
lants avec un nombre varié de termes conjugués.

2) Cumulants cycliques et multicorré-
lations spectrales pour des signaux
a valeurs complexes.

Nous choisissons de travailler dans le contexte pro-
babiliste, qui nous est plus familier (en comparaison
avec celui développé dans [2], basé sur les réalisations
temporelles des variables aléatoires).
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Soit x(§) un processus aléatoire a valeurs complexes.
On se propose d'exprimer sa multicorrélation d'ordre
ptg, ou p désigne le nombre de termes non conjugués,
et g le nombre de termes conjugués. Aux ordres supé-

rieurs a 2, la condition d'harmonisabilité ne suffit plus, .

et il faut introduire la classe % définie dans [4]. Une
condition suffisante pour que x(¢) e ¥, est que sa

transformée de Fourier X{v) appartienne 3 ®%-. On dit
que X(v) e®® si

vi<k, v81,m,g,,j...'[|E[dX )..dX )] <C<+o
g €,

(ot les g correspondent 4 un complexe conjugué s'ils
valent —1 et & un complexe non conjugué s'ils valent
+1). On peut montrer que pour justifier I'existence des
moments de x(§) jusqu'da lordre ptg il faut que

X)) e 1‘“‘), avec k=(pt)(ptg-1), ce qui assure alors

que
Vj<n,

X (4)-x, t)= j -f expl2in(Y e £,V WK, (). dX, ()

existe en moyenne quadratique. On supposera par la
suite que

Kty e £
ot £ est la classe des signaux appartenant a sl

pour tout £.

Sous cette hypothése, on définit la multicorrélation
d'ordre ptq de x(f), comportant p termes non conju-
gués par :

@) =Cum[x(£0),...,x(E, 1 ), X (Ep)ees X (E g )]

Crprap
avec £=(ly,...lp,q.1)

x() est cyclostatlonnaire d'ordre pt+gq si tous ses mo-
ments d'ordre inférieur ou égal & p+g sont périodiques
en ¢ de période 7. Comme les cumulants s'expriment
en fonction des moments d'ordre inférieur ou égal, tous
les cumulants de x(#) d'ordre inférieur ou égal & p+q
seront également périodiques en £ de période T':

Coprap@+T.D=Cy g, () , VE

ol 1 désigne le vecteur de dimension p+g ne conte-
nant que des 1.

Le multispectre symétrique d'ordre p+¢g de x(§), noté
Ty prgpV), avec v=(vo,...,Vprs.7), est défini par la trans-

formée de Fourier multidimensionnelle de C, ., ,(£) :

p+q-1
L epear®=| (/‘,p+qu)exp(—21ﬂ:(Zvjtj Sviendt D
=0 J=p

A partir de cette étape, nous allons chercher & carac-
tériser la périodicité en £ en faisant I'analyse de Fou-
rier selon une variable ¢ représentative de la localisa-
tion globale du vecteur ¢ Pour des signaux stationnai-
res, les statistiques ne dépendent pas de cet instant de
référence ¢ mais uniquement de l'écart des échan-
tillons entre eux. Le choix effectué pour ¢ est donc in-
différent. En revanche, lorsque l'on définit des statisti-
ques (moments ou cumulants) de signaux non station-
naires, il est 1égitime de s'interroger sur la maniére de
placer l'instant de référence £ Ce choix ne changera

pas l'information contenue dans les moments ou cumu-
lants, mais il en affectera la représentation. Une solu-
tion souvent rencontrée ([2], [3]) consiste & privilégier
un échantillon particulier en prenant sa date pour ins-
tant de référence ¢. Ce choix conduit au changement de
variables suivant :

t = ¢
¢ = T, +i&,
2
Ly = T, %%
¢ = —T,+&
tp+q—3. = —'Tp+q'1 +t0

L'ensemble des pt+g échantillons est donc localis¢
globalement par l'instant de référence ¢ fixé sur %, el
chacun d’entre eux est repéré par 'écart qui le sépare
de #%. Par ailleurs, choisir des retards dont le signe dé-
pend de la conjugaison permet de conserver le théo.
réme de Wiener-Kintchine (multispectre et multicorré-
lation forment une paire de Fourier).

Avec (2), Yexpression (1) devient :

Zx,p+q,p(‘i) = j. J.Cx,erq,p(t:E) exp(“zjn(ZT\_"')

p-1 p+g-1 3)
exp(-2in(v,, +Zvj - Zvj)t) dtdt
J=0 J=p
avec v'=(vy,...,v,,, 1) et T= Ty T pgy)

Contrairement au cas stationnaire, la multicorréla-
tion garde ici sa dépendance en ¢:

Copogp@+ T =Cy poa (7Y, Vi
On peut donc exprimer C, ., ,(£7) sous forme d'une
série de Fourier :

~ n .1
Cx,p+q,p (t:’E) = 2_‘ Cx,p+q,p(£) eXp(2m —t)

Définissons la transformée de Fourier de C, 4+, ,(£0)
selon ¢:

C3 pig o @ = [ Copug,y (6,0 exp(-2inact) de
On a alors la relation :

C prap @ = Zcmqp (r>8(a——) 4

Par analogie termmologlque avec lordre 2,

CY p+qp(T) sera appelée multicorrélation cyclique

d'ordre pt+q du processus x(2).

En remplacant (4) dans (3) et en notant que linté-
grale selon ¢ se réduit 4 une impulsion de Dirae, on
obtient :

p+g-1
xp+qp(v) z xp+qp(v )6(V0+ZV ZV]'_%) (5)
J=1 Jj=p

avec sy ., (V') = I 2 prgp@exp(-2i v)de

L'ensemble des fonctions sy .. ,(v') peut é&tre vu

comme une fonction de deux paramétres continus o et
v prise aux o multiples entiers de la fréquence cycli-
que 1/T:



n n
Mx,p+q,p @©= Z Sy, pra.p @)oo~ ?)

L'équation (5) montre que dans le cas ol le signal
analysé est cyclostationnaire, le multispectre symétri-
que ne prend ses valeurs non nulles que sur une fa-
mille d’hyperplans de dimension p+g-1 et d'équation :

p-1 prg-1
n .
Vo +Zvj - Z T 0 qui correspond a une démul-
Jj=1 J=p

tiplication de la classique multiplicité stationnaire a
intervalles 1/T. Par analogie avec l'ordre 2, la fonction
Sg,pw“q,p
d'ordre p+q de x(#. On peut montrer facilement que

(v') sera appelée multicorrélation spectrale

8% igpv') est la transformée de Fourier de
Cy o1q,,(®) par rapport a z, et donc finalement la mul-

ticorrélation spectrale sexprime comme la double
transformée de Fourier en t et en t de la multicorréla-

tion :
5% prgp¥) = I J Cy prg,p(t-0)exp(-2inoit) exp(-2in tTvhdtdt

Le choix effectué en (2) n'est pas forcément le plus
fondé : Tinstant ¢ peut étre a priori n'importe quelle
fonction des &. Par exemple, un autre choix possible
est de placer ¢ au barycentre de tous les échantillons.
On obtient ainsi une représentation d'un deuxiéme
type pour la multicorrélation spectrale, que nous no-

tons §§f,p+q,p(\j). On peut montrer que :

S;mq,p@)dv=
-1 prg-l
Cum[dX v, = ZV) dX( +V1)
dAX(—E—+v, ), X W gy — )]
p+q 7 P optq A 2
tandis que
S prap()dv =
1 prg-1
Cum[dX(o - Zv - ZV) dX(vy),.. dX(Vp—l)’ ©)
=1 =p
dIYA‘(Vp)’“';d-X*(Vp+q—1)]

L’avantage de §§,p+q,p(\j) est double. Pour p=¢=1,
cette représentation est équivalente & la corrélation
spectrale telle quelle est définie de maniére usuelle &
Tordre 2, alors que S%,.,,(v') ne lest pas. Par
ailleurs, une simple transformation de Fourler en o

relie §%

x,ptq,p
tel qu'on peut le définir de maniére cohérente aux or-
dres supérieurs (cf. [5]). Le choix d'une représentation
n’est donc pas un probléme anodin, et doit sans doute
dtre envisagé au cas par cas selon lapplication visée.

Nous poursuivrons en utilisant 5% ,., ,(v').

(v') au spectre de Wigner-Ville généralisé
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3) Application a des modulations de
phase numér iques

Examinons dans un premier temps quel est effet
d'un filtrage sur la multicorrélation spectrale.

Soit x(# un processus & valeurs complexes cyclosta-
tionnaire a l'ordre pt+q. Soit un systéme linéaire inva-
riant de réponse impulsionnelle A(f) et de gain com-
plexe H(v). Ce systéme a pour entrée x(#) et pour sortie

o

{y(t) [ B —wyx(ude o
Y(v) HW)X(v)

En reprenant (6) avec (7), et en utilisant la propriété
de multilinéarité des cumulants on montre que :

p+g-1
5 g p V) = Hio - Zv +ZV)H(V1) CHw, ) ®
=1 =p
H ). H O p g ) S5 prg o)

Une modulation de phase numérique & N états
(MDPA) en bande de base peut s'écrire :
x( = Z 5, ft~ kT) avec sk—exp(j(2n Dr

N

avec n prenant ses valeurs dans {1, .., M. sk est une
séquence 1id., et ¢(f) est une fonction de mise en
forme de largeur 7

Le signal peut étre mis sous la forme :

x(t) = s(tyqt)  avec s(t) = 5;3(t - kT)
k

— )

On peut déterminer la multicorrélation spectrale de
x(9 A l'aide de la relation de filtrage (8). Pour cela, cal-
culons d'abord la multicorrélation de s(§) a l'aide des
propriétés des cumulants :

CoprapED =D CBIU-KTD)..8(t+7, ,~k, \T)
k

d(t—t,- k,1)..8(¢-n
avec 5: (1()’~~~)-kp+q~1)

et C,(H= C’um(s])_0 ees

prg-1" 1‘}7+q—17)

*

skrl, skp,.., s,rkwr1

Comme les symboles s; sont indépendants entre eux,
C4{& n'est non nul que si k=k=..=k, 1=k On ap-
pelle C; .4y, cette valeur non nulle. On a alors :

Coprap@D)=Coprgp>, 3 —kT). 5 +T, ~ kT)
k

86—, —kT).8(t~7 4 —kT)

La multicorrélation cyclique s'obtient par transforma-
tion de Fourier selon ¢:

o 1
C2 prgp@ =7 Coprgp | BB +T, )

S(E=T,).8(t =T g ) exp(-20)dE Y 3(0t - -]7‘—,)
k

et la multicorrélation spectrale s'obtient par trans-
formation de Fourier selon T, qui est constante :

sp+q pZS(OL '-'—")

SeprapV') =
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Finalement, en appliquant la relation de filtrage (8),
on obtient simplement la multicorrélation spectrale de

x( :

1 -1 ptg-1
Sfép+q,p(!'):?ycs,p+q,p Q‘x_‘z"j + ZVI')Q(Vl)-
=1 =p (9)

7

.. Q(vp_l)Q*(vp)... Q*(Vp+q—l)26(a -

o (v)= fq(t) exp(—2mvie)dt

On constate done que les différentes modulations
auront la méme multicorrélation spectrale a un facteur
prés, Fallure intrinséque dépendant uniquement de la
fonction () de mise en forme des symboles. A un or-
dre pt+q donné, il conviendra de s'intéresser aux pt+g-1
multicorrélations spectrales que Ion peut définir &
partir des pt+g-1 valeurs de C(;,.,, possibles. Dans
tous les cas o0t C; piq, €St non nul, la multicorrélation
spectrale correspondante est porteuse d'information et
sera déterminante pour l'expression de la multicorré-
lation spectrale du signal sur porteuse.

L'ensemble des valeurs de p et ¢ pour lesquelles
Cs prq,p est non nul est déterminé par le degré de circu-
larité de la variable aléatoire sx. Une variable aléatoire
complexe z est circulaire [6] st z et z.exp(j0) ont méme
densité de probabilité quel que soit 0 (invariance par
rotation). On peut démontrer 3 partir de cette défini-
tion que z est circulaire si ses seuls moments non nuls
sont ceux ol les termes conjugués et non conjugués
apparaissent en nombre égal. Si cette propriété est vé-
rifiée pour tous les moments d’'ordre inférieur ou égal &
n, on dira que z est circulaire & Tordre n. Les modula-
tions de phase qui nous intéressent ici ont un degré de
circularité qui dépend de leur nombre d'états.

On peut facilement constater que si 6o=n// est le
plus petit angle de rotation qui laisse la densité de
probabilité de z invariante, alors z est circulaire a
Pordre 21 et pas plus. En effet, si E[z2Z 9] est inva-
riant par rotation de exp(in/d, les solutions possibles
sont BE[274}=0 ou p=2kH¢q . Le seul moyen d'avoir un
moment non nul avee p#g et p+q le plus petit possi-
ble est donc de choisir =1 ; I'ordre atteint est alors 2/
(avec p=21et g=0).

Par conséquent, une modulation de phase N états,
dont la densité de probabilité est invariante par une
rotation d'angle 27/ est circulaire a Fordre N2 mais
pas & Yordre N (notons que N est de maniére usuelle
une puissance de deux, et qu'on ne s'intéresse pas aux
statistiques d’ordre impair, celles-ci étant nulles).

Par exemple, si s est une MPD4, on a :

e g lordre 2:

Cs2.0=Cum|s,s}]=0 et Cs21=Cumlis,s]=2

e & lordre 4

Cs44=Cum|s,s,s,6]=4 et Cs12=Cum][s,s,¢",s]=4

Cs43=Cumls,s,s,5]=0

D'aprés (9), 1a tricorrélation spectrale (ordre 4) d’'une
MDP4 en bande de base devra donc étre considérée
selon les deux cumulants non nuls : G544 et Csa2, alors

que pour la corrélation spectrale (ordre 2) seule
5% 21(v) était porteuse d'information.

Si s est une MDPS8, on a :

e 4 l'ordre 2

Cs2,2=Cum|s,s]=0 et Cs21=Cuml]s,s1=2

e 2 lordre 4:

Cs4.4=Cs43=0 et Csq9=1

Donc la MDP8 est bien circulaire & lordre 4 tout
comme la MDP4 étatt circulaire a Vordre 2. En consé-
quence, pour une MDP8, une seule des trois tricorré-
lations spectrales parmi les trois que Yon peut définir
est non nulle.

Ces résultats ont une implication directe vis-a-vis de
la tricorrélation spectrale du signal sur porteuse. On
peut montrer en effet que si x,(#) est le signal sur por-
teuse,on a :

'52‘4:4(\/1, Vg, Vg) = F({?;mqp(vl, Vg, V3) }m

ou fp est la fréquence porteuse, et F est une fone-
tion indépendante de la modulation MDPA. Dés lors, il
est clair que lexpression analytique de
S s 4(V1,Va,V3) sera différente selon que x(#) est une

Xp,

a4, p=1,28 7

MDP4 ou une MDPS, c’es; a dire selon que les termes

{Sx,p+q,p(le V2)V3) sont nuls ou non.
ptq=4, p=1,2,3

3) Conclusion

La théorie que 'on a développé en premiére partie a
montré tout son intérét pour traiter certains types de
signaux de télécommunication qui ne sont pas circulai-
res au sens strict. En particulier, par rapport a Vordre
2, les résultats de la deuxiéme partie montrent que les
statistiques d'ordre supérieur permettent de progres-
ser en matiére de reconnaissance de modulation. La
MDPS8 et la MDP4 sont discernables & Pordre 4 alors
qu'elles ne I'étaient pas a Tordre 2.
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