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Résumé Abstract
Nous proposons un nouvel algorithme de calcul des élemerts new recursive eigendecomposition algorithm of Complex
propres dune matrice Teeplitz Hermitienne Complexdidermitian Toeplitz matrices is studied. Based on Trench’s inversion
récursivement sur I'odre de cette matrice, en tenant compte deo$alceplitz matrices from their autoregressive analysis, we have
structure particuliere, qui transparait a travers son rang developed a fast recursive iterative algorithm that takes into
déplacement, comme cela est fait dans I'algorithme d’inversion decount the rank-one modification of successive order lifbep
Trench. Il est possible d'accélérer [l'algorithme en utilisantatrices. To speed up the computational time and to increase
I'équation de Levinson et en faisant apparaitre les coefficients demerical stability of this ill-onditioned eigendecomposition in
reflexion. Cet algorithme est rendu robuste en cas de pease of very short data records analysis, we have extended this
d’échantillons dedonnées analysés, etilisant des coefficients de method by introducing reflection coefficients via Levinson
reflexion régularisés. Nous proposons également un nouveau &xgtiation, that could be easily regularized. Finally, we have
statistique robuste basé sur le rapport des log-vraisemblances pirueloped a new regularized detector using log-likelihood ratio
vérifier I'égalité des plus petites valeurs propres, a partir égalemérdam reflection coefficients in place of eigenvalues previously used.
des coefficients de reflexion qu'il est aussi possible de régulariser
pour des jeux de données courts.
espaces propres d’'une matrice Toeplitz. De plus, en cas de peu de
1. PREAMBULE données, la régularisation des coefficients de reflexion [9][10][13]

Nous présentons dans cet article un nouvel algorithme rapideR§g&mMet de robustifier la décomisn en sous-espaces propres
calcul des valeurs et vecteurs propres d’une matrice ToeplRPUr une tilisation en analyse spectrale : MUSIC, CAPON,
hermitienne complexe, récursivement sur l'ordre de la matrice,E®PRIT, ... . Des algorithmes ont été étudiés qui tiennent compte
partir des coefficients de reflexion (coefficients de Parcor). C&€ la structure de la matrice Toeplitz directe [7][8] comme RISE.
algorithme fait intervenir implicitement la notion de rang dé-@lgorithme que nous proposons est plus robuste et rapide grace a
déplacement étudiée par Kailath [2], Gueguen [3] et Comon [6]. gytilisation des coefficients de reflexion. Nous oposons
effet, I'algorithme est basé sur la structure particuliere de fgalement un nouveau pseudo-spectre a partir de la dérivée de F,
matrice Toeplitz inverse telle qu'elle apparait dans I'algorithme @iNSi qu’un nouveau test statistique, plus robuste, surlitégies
Trench. qui est comme le rappellent Desbouvries et GueguelyS petites valeurs propres, tel que défini dans [11], a partir des
[4][5], une version intégrée de la formule de Gohberg-Semen&WeffiCie”tS de reflexion et non plus a partir des valeurs propres
[1]. L'algorithme de Trench induit une structure récursive suflles-méme.
l'ordre de la matrice de Toeplitz inverse, qui fait apparaitre de2- DECOMPOSITION EN SOUS-ESPACES PROPRES VIA
fagcon évidente que [lalgorithme de Levinson effectue la L’ANALYSE AUTOREGRESSIVE
factorisation de Cholesky de cette matrice. Nous nous proposéné Equation de Cholesky, Trench et Gohberg-Semencul
d'utiliser cette structure particuliengour calculer, récursivement L'algorithme de Trench fait apparaitre la structure récursive de la

sur l'ordre, les valeurs et vecteurs propres de la matrice Heatrice de Toeplitz inverse :

Toeplitz, a partir des coefficients autorégressifs [9]. L'algorithmg 1= =5 © Ot g T T+ )

N N T . , n n o) n-1""'n-1" "'n-1
conduit & la recherche paralléle, & I'ordre n, de n racines d’'une Dg oy
fonction F(n), correspondant aux valeurs propres associées de la
matrice considérée. On montre qu est définie par morceaux - 27 - o1 0 _ T
N . e a K1) > parm o eC oyt = E—|a(n">| ]oxnl_1 et =0 [F [1 o afn”_ll’]
a partir des valeurs propres a l'ordre précédent. Ce qui confirme le n-10

théoreme de Wilkinson qui précise que les valeurs propres de degette simple formulation met en évidence le lien entre I'algorithme
matrices imbriguées sont entrelacées. On montre que la dérivéeddeLevinson et la factorisation de Cholesky de la matrice de
F™(n) est strictement supérieure a l'unité et donc qu’il N’y a qu’ungorrelation inverse :

seule racine par morceaux. Il apparait également que l'inverse dgla-g, r, B; (2) ol I'on pose :

dérivée de cette fonction™f), ol elle s’annule, correspond a la m,_, 0

projection orthogonale du vecteur de prédiction linéaire sur |l§n=[Y§1’ Y,ﬁ")] YW = B 1 B et I, =diag{any,....00}
vecteur propre associé normalisé par rapport & sa premiere 0

composante. Il est encore possible de réduire la complexité n-k U

dQn déduit également de I'algorithme de Trench que la structure de

calculatoire en utilisant I'équation de Levinson, qui permet ) o e
Iqéﬂglatrlce de Toeplitz inverse s’écrit :

calculer les produits scalaires des vecteurs autoregressifs avec

; ; > & (=) A+ - 0
vecteurs propres intervenant dans [l'algorithme précédemt;' = o, = 53"-1+°‘"-1"°(‘_")-+1'A"-1 a”-l'A”-lm ©)]
récursivement a partir des coefficients de reflexion [10]. On aboutit g On-2:And Oy B
alors a un algorithme qui calcule les valeurs et vecteurs propregav®c A =3, A :[agnjllf ag"*D*]T et J,, matrice

partir des coefficients de reflexion, ce qui permet I'utilisation d%ntidiagonale. Cette structure sera utilisée dans la suite,
structure treillis aux multiples avantagpeur I'analyse en sous-
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Cette propriété apparait également si I'on étudie la notion de raH ]lA( )y X 1>|
de dépl G (M M_q  +q. ..nM ©)
placement pour Iaquelle on définie : s Nie” )= Nk -1 P Oy M Z (ﬂ(" D ﬂ("’)
o 0
0 O ™ X (m u
soit : %L 0 (E, le rang de déplacement est : XM = D'” Kicn Un-a- (A 1 (n;] hn- 1) UnAAD (10)
Z,= E) 1 | H X k.n
0 0 , M (™M
g - 10 T X =X (10)  avec  9C°(K) oy,
=) 01 08 n r](kn)_lx(kn?r
OR: =Ry -Z,R:"Z) =a nfl.[Tnfl.Tntl - (zn.Tn(:i)(zn.Téii)*] (11)
en posant: w, = Ja,.T, . il vient On voit que la complexité peut étre encore abaissée si les produits

DR =Ry =7, RiZ) = Wy Wiy — (2, Wi M2, WL ) scalaires dans “fn) et G”(n) sont calculés récursivement avec
n n ntin et n-1-%n1 LY A LA I'aide des coefficients de reflexion, ce qui est possible en utilisant
puis de proche en proche : I'équation de Levinson & cette étape.
DRy = (ZEWoe ) (@5 Woa ) —(Z5 W)@ W) (@) 3. INTERPRETATION GEOMETRIQUE
En sommant I'ensemble des termes, on retrouve I'équation del Interprétation en terme de projection
Gohberg-Semencul qui est la version intégrée de l'algorithme B&r identification de la matrice de Toeplitz inverse a deux

Trench : expressions différentes :
Ry =QnQr = KKy aveeQ, =[W,y Z,Woy o Z3h.Wo, | o, = g O Ona-Ans . Zn(") XM x(m+ (12)
et K _[Z W(f) Zzw(f) ZnW(f) @n lAnl an 1+an lAn lAn 1@ k=1

n = n-¥¥n-1 n-Yn-1 - n-"¥n-1 .

. . . . Il est p055|ble d’en extraire Ies deux relations suivantes :
2.2 Décomposition récursive en sous-espaces propres n M X
On arrive au coeur de notre algorithme, qui consiste & utiliser cette1 = (")|X(")| et Ta=y = —— X
structure pour diagonaliser la matrice Toeplitz inverse : . L o oo L .
0 0 4 o AT 0 En utlllsant la dérivée de"Fon se raméne immédiatement a :
Op,=R}'=0 "' n-1-Mn-L 0 E (YT EM (MY« (m)
% Mg A @ +0 A ALLH M =1 et T,= XMD L(‘n_) (13)
O (M) — —(n) v () ) _ (")D k= ]E on E kz]E on E X
%‘D"'Xk =nXi”  avec K= @S("’Q ou linverse de la dérivée dé’@), a la valeur au ®n) s’annule

(Ignvaleur propre), apparait comme le projeté du vecteur de
note - prediction linéaire T sur le vecteur propre associé, a la valeur
HU ~[x e X WU, = U, Ul = propre considérée, normalisé par sa premiére composante. De fagon
n1 7 AVeC  r1-Una = Yna-na = lna symétrique, on montre la relation pour G avec normalisation par
(n 1) } y q ’ . p p
ﬁJn v @Pra Uy = Ay = d|ag{ rapport a la dernlere composante :

Le calcul des valeurs et vecteurs propres se ramene aux dey G(”’(n(“’ ot G("’(n("’ ot X(n)
14
relations suivantes, aprés développement [10] : b =1 et fi= L (14)

Les valeurs et vecteurs propres étant connus a I'ordre précédent,

| 1|A (n 1)| aﬂ E an
% FOMD)= 0 =y + 0. nﬁ"’;ﬁ (5) 3.2 Resultats complementalres
0 (” ) En utilisant ce dernier résultat et I'expression, précédemment
%(( ny _ D Xy calculée du vecteur propre (6), on trouve un nouveau rapport :
™ x ™y (/\ )| ) UA ) EO (I

H E{'ﬂ N (S P Py n-1- nlB Eﬁ (ﬂ) 1 (15)
Avec comme résultat intermédiaire : o, T:, . X{" =n(M.X{ klE an E (n(" n- n("))
(6" qui s’écrit de fa(;on symétrique en utilisant (10) :
Les valeurs propres sont donc données par les racines de la fonct;]o@G(n) (n(n))EF 1

F - (16)

F(n), définie par morceaux en fonction des valeurs propres E an ((n o (n))_
'ordre précédent. On verifie le théoreme de Wilkinson qui { Mk
prévoyait I'entrelacement des valeurs propres aux ordres successis3: Nouvelle expression du coefficient de reflexion
0<n < NP <ni <..<nf? <n" <" < Tr[o, ] Comme précedemment, par identification & deux expressions de la
avec (1 Tr[tDn] _ Tr[qan,l] o T T matrice de Tonerill)tz (lr:ve(r?e, on trouve :

n n n)*
Il n'existe gu’une racine par morcedslr-b 0-[, puisque Zﬂ Kien-Xi n 2 ;
q P : i, nf2[ puisq oy =l = E— et s = 3l |XE) soit

L () S - P AL X o @ ; nt

n n—l-kzﬂ—( D) )2 2.3 ™ .X{ X(7 an

Mk n Mot = &1 - COV[X(k"% X"
En utilisant la définition de la valeur propre, on montre que la %,](k"{ x(">| +|x<">| ] e = an
dérivée de F) vérifie la relation : K=o ) )
OF (n)( (n)) a 8 Le coefficient de reflexion apparait donc comme la covariance
e =xMe, X 0 n "~ e 8) (pondérée) entre la premiére et la derniére ligne de la matrice
| constituée des vecteurs propres,:, _[x("’ x("’]

De facon symétrique, on montre les relations déduites de la secondg pecomMPOSITION RECURSIVE EN SOUS-ESPACES
formulation déduite de lalgorithme de Trench de la matrice pREPRES VIA LES COEEFICIENTS DE REFLEXION
Toeplitz inverse: 4.1 Notations

i n N (n nT :
Sion pose x{” =[x x{7] Afin de mettre en place le nouvel algorithme introduisant

I'équation de Levinson, on utilise les notations suivantes :
Oy m0O I (m O

EM =AY %@ ety = AC* Qﬁ@ (18)



) (MmOt ) (r(m)O*
fim = i 0 et ¢W= MD
H o { H o {

(p(") _¢(n>* x (™ x0F

n 1) n 1)* n 1) E(nfl)*

4.2 Calcul des valeurs et vecteurs propres

Avec ces nouvelles notations, le calcul des valeurs propres devient,

daprés (5) et (9) : (n-1) £ (n-1)
n)(nn)) v -a,, @lul)lnl 5 P nzl) =0

1) 1)
%G")(nk"))—nk —anl"‘@ |u|)1n1”10" nyl()” =0

pour Iesquels d'aprés (7),on a:

1y ey O

&= Et+(l M- 1|) nanI(—pf:l—f‘:]—n))E
)
(L|un1|) nl”z“’:l)y

mmim]u]

nl)D

n))D

(19)

(20)

(21)

es vecteurs propres (6) et (10) s’écrivent maintenant :
1

O

ooo T O [
3
||

D&DD
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K
n1) D[

|
X
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!_|
—
=%
el e

X
e
NC)

=

n1)
n)@-“‘lnll)]nla(nl) (n-1) a[

n1n
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e

k=]

A1
=
S
1= [
Ny

(ﬂ 1)

n")(l h‘ln 1| )Un 1@((n e

|,><H
"
DDDDQDDDD Doo

x(” 1[0
n-l
XM ED (6—1)

ol
H%%%%%% Ho BPRERERE

o o

4.3 Utilisation de I'équation de Levinson
L’équation de Levinson nous permet d’écrire :

Dl D DO
01 0 ; Dl' DOD
Tnfl_D 0= u\n 2D+Un lu\n 2D: un ID]-()

P Hol T HLBC

(23)

(22)
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O D + D

(n) (n-1) g(n-1) ,(n-1)

_ Ny 9 RN

%ﬁ‘n) - fhtn = CGn- r (1) _ () 25
SR 5 -n0) E (25)
0 nm O n- 1¢(n ) gy gn-1 O
VY = e e z_'_nll__r'1_
AT (e»-n) H

Il apparait donc que lI'on peut maintenant calculer les valeurs et
vecteurs propres récursivement a partir des coefficients de reflexion:
n " n

S XX 300

—a(n-1) — k=1
a);’ =
1 a

Hna = (26)

C(nfl n-1
Ceux-ci pouvant étre régularisés en cas de peu d'étibas de
données, seront calculés par [9][10][13].
5. DEFINITION D’UN NOUVEAU SPECTRE

Un des résultats intermédiaires de la décomposition récursive en
sous espaces propres de la matrice de corrélation inverse
précédente donne :
U T X=X
En utilisant, I'expression (8) de la dérivée de F, on obtient :
QZ IV ENOTAG)
nix n1 6Fn(nn - ﬁn)
On-q E on E
Or, on sait quet,, =[1 A,,]' estorthogonal a I'espace signal :

a n*lIT r+r1'XE112

1
Bsi X(" OE g0 £ faible  4yec () < @F(”)!n o E
Bsi X" OE,,, O fM.nl eleve “"H o H
On définie alors un nouveau pseudo-spectre :
27
SO (f) = 1 27)

n n n n 2
zf( ) T]( )|x(k )+.e( )(f)l
™ mYT? N
avec f(m_@': (”k )E et M =1
" H o &
Ce pseudo-spectre est une extension du spectre de CAPON :
() = T
( ) (n)(f)+ H (n)(f)
La matriceH, = U, .©,.U; remplace la matrice ! =
avewm, = d.ag{ff”’. O .gmpmletn, = dlag{n{”’
6. NOUVEAU TEST STATISTIQUE

=U,A,.U;

o}

ce qui fait apparaitre, en utilisant (6'), dwuvelles relations On sait d'aprés [11] qu'il est possible de construire un test

récursives, sur les produits scalaires, suivantes :

(n) yo(n)
+ + X
T X = T XA 4 TES () = Akl
A1
i _ " X,
Tod" X&) = Th% X + faea T2 XK
A1

D’ou avec les nouvelles notations :
E zcy(n y0
Eﬂ’(kn) = _Ona- knil) %]n v B

m 0 0
5 n H-"'Unflanlzpfn DH
E -y

n-1
Hp(kn): a, lf(nil). %Inlzpl H
O ni’ + e
E Mpo1-Op_g- Zo H
De méme, I'équation de Levinson permet également d’écrire :
D (=) O @\ O .
An=0 D‘Fun "0 " O, T SOIt
0o §18 000

ALXO = AL X+ T XD
A( )+ x(”) _A( x(”) +un Tn 1 x(”)

(24)

statistique pour trouver la dimension de I'espace signal & partir du
rapport des vraisemblances. La vraisemblance étant donné par :

L(p) = () ™ .[F(p):rN

SO
avec F(pF|R = (0)< n)\_%_p. pﬂ% TIA

k=1
Les K-p plus petites valeurs propres approximant la variance du
bruit pour un espace signal de dimension K. On définit alors le
rapport de vraisemblance entre I'hypothése d’avoir plus de p
fréquences et I'hypothése d’avoir au maximum p fréquences :

MaxX peqsk L(9)
MaX e L ()

_L(K-1)
L(p)

o o o

Ce test est appelé test sur I'égalité des (K-p) plus petites valeurs
propres. Cependant ce test est dégradé par la grande variance

D'ou le calcul récursif des modules des produits scalaires que I'§stimation des valeurs propres dans le cas de peu d'échantillons

anoté :

de données. Aussi, nous proposons un test identique mais basé sur
les coefficients de reflexion, dont il est possible de diminuer la
variance en cas de peu d’échantillonsddanées. En effet, on rend
alors consistant le test en régularisant les coefficients de reflexion a
partir de I'algorithme de Burg régularisé [9][10][13].
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1 1

Nous allons essayer de retrouver le méme critére, mais cette f@g;arpon(f):
ci calculé a partir des coefficients de reflexion.

En dtilisant notre identification de la matrice inverse
d’autocorrélation (1), on montre que : |

n -1
|| = o2 Pl or|m=rp1=@4
1=

e(n)(f)+-¢n _e(ﬂ)(f) - % n(kn)lx(kn)+-e(n)(f)|2
k=1

) | | 1 M
avec a;' =P = (L_|H||2)Gill I TR Iy
[, _Rul '

o

On a alors

On montre donc que le déterminant s’exprime comme suit :
n-1
IRl = Mai* A
i=1

Or dans le cas de p fréquences, les erreurs d’estimation du mog Al
au dela de l'odre p sont toutes égales (en particulier dans le Cd

régularisé) a la puissance d’erreur du bruit :
-1 gdP

RA=G) "ot B fe

Comme dans le cas précédent, le test de vraisemblance se ramé

Ll | Fi
g. 2 : Spectre de CAPON distance/doppler non régularisé

P

ml n-1

_L(n-1) %:u—puzpa

N = =
(p) L( p) E ﬁlg I’l
B 7

Or, on a étant donnée la récurrence suales

o
0
g

MW N 'wm"wﬂ.h"#-ﬂ. 'Hu“' f .'H 41 4-'.!1'. ﬂ""'n':f-;,.

a1 o [ [ e

n 4 Op 2 On-1 i 2 [ et
.=%+1a' = a:llé-_h‘Ikl ﬁ"o-%nﬂﬂ(l-lukl )S Fig. 3 : Spectre de CAPON distance/doppler régularisé
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