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Résumé — Le présent papier est consacré & 1’étude du probléme de la séparation aveugle d’un mélange instantané de sources
gaussiennes autorégressives, sans bruit additif, par la méthode du maximum de vraisemblance exact. La maximisation de la
vraisemblance est décomposée, par relaxation, en deux sous-problemes d’optimisation, également traités par des techniques de
relaxation. Le premier consiste en ’estimation de la matrice de séparation a structure autorégressive des sources fixée. Le second
est d’estimer cette structure lorsque la matrice de séparation est fixée. Le premier probleme est équivalent a la maximisation du
déterminant de la matrice de séparation sous contraintes non linéaires. Nous donnons un algorithme de calcul de la solution de
ce probléme pour lequel nous précisons les conditions de convergence. Puis nous analysons, par simulation, les performances de
Pestimateur ainsi défini et nous montrons 'amélioration qu’il apporte a la procédure de quasi-maximum de vraisemblance.

Abstract — This paper deals with the problem of blind separation of an instantaneous mixture of Gaussian autoregressive
sources, without additive noise, by the exact maximum likelihood approach. The maximization of the likelihood is divided, using
relaxation, into two sub-optimization problems, still solved by relaxation techniques. The first one consists in the estimation of
the separation matrix when the autoregressive structure of the sources is fixed. The second one aims to estimate this structure
when the separation matrix is fixed. We show that the first problem is equivalent to the determinant maximization of the
separation matrix under nonlinear constraints. We propose in this paper an algorithm to compute the solution of such a problem
and we look at its convergence properties. Then we study, by computer simulation, the performance of our estimator and show
the improvement of its achievements with respect to the quasi-maximum likelihood estimator.

1 Introduction deux étapes de maximisation est également réalisée par
relaxation. La seconde est une simple adaptation de la

Nous considérons dans ce rapport le probleme de la sé- méthode du Maximum de Vraisemblance Exact (MVE)
paration aveugle d’un mélange instantané de sources colo-  pour le modéle autorégressif de Pham [7]. Par contre, la
rées sans bruit additif par des techniques du second ordre : premiére équivaut au probléme géométrique P suivant :
X(t) = AS(t). (1) Etant donnés K ellipsoides de IR® cocentriques non ho-

mothétiques deux a deux, &, ..., Ek, trouver K vecteurs

Plusieurs méthodes ont été proposées ([2],[4],[6],[8]). La
méthode du Quasi-Maximum de Vraisemblance (QMV),
introduite par Pham et Garat [6], montre que la maxi-
misation d’une vraisemblance approchée équivaut a la re-
cherche de sources dont des versions filtrées soient décor-
rélées entre elles. Les filtres optimaux sont liés a la struc-
ture temporelle des sources. Celle-ci étant inconnue, ils
sont remplacés par des filtres choisis a priori. Par ailleurs
Burg [3] a montré que le principe du maximum d’entro-
pie conduit a retenir la modélisation autorégressive dans
ce type de situation. Ce modele a d’ailleurs été utilisé ré-
cemment par Amari [1] pour la construction d’un algo-
rithme adaptatif. Nous proposons donc de considérer la
vraisemblance exacte associée & un mélange instantané
de sources gaussiennes autorégressives. La maximisation 2 Présentation de la méthode MVE
est réalisée par des techniques de relaxation. On maxi-

mise la vraisemblance de fagon alternative par rapport a 2.1 Hypotheéses

chacun des deux parametres, 'autre étant alors fixé, que

constituent la matrice de séparation d’une part et la struc- — La matrice A est carrée (autant de sources que de
ture autorégressive des sources d’autre part. Chacune des capteurs) et inversible
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Vieé&, ..., Vk € Ex qui maximisent le volume du paral-
lépipede que forment ces vecteurs. Ce probleme apparem-
ment simple, n’entre pas dans le cadre de 'optimisation
convexe classique [9]. Nous donnons un algorithme de cal-
cul de la solution pour lequel nous précisons les propriétés
de convergence. Nous étudions également le probleme de
I'unicité et celui de 'existence de maxima locaux dans le
cas particulier ou les axes principaux des ellipsoides sont
colinéaires aux vecteurs de base de IRE. Cette situation
correspond au comportement asymptotique de ’estima-
teur de la structure des sources.
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— Les sources Si et S; sont indépendantes V k # j =
1 K

gy

— Sk (.) est gaussienne autorégressive d’ordre pi, : AR(pg)

2.2 Notations

— B = A~ est la matrice de séparation

— o7 est la variance du processus d’innovation de S (.)

- Sp = (S(1),...,5(T)) est la matrice des sources (de
taille (K, T))
- Xr = (X(1),...,X(T)) est la matrice des observa-

tions (de taille (K, T))

2.8 Indéterminations

La représentation (1) n’est pas unique au sens ot nous
pouvons toujours écrire :

X(.) = AS(.) = (ADEM) (' ED1S(.)) = AS(.),

ol D est une matrice diagonale & éléments strictement po-
sitifs, £ est une matrice signe (diagonale & éléments égaux
4 +1) et IT est une matrice de permutation. Afin de fixer la
paramétrisation du modele, nous adoptons les conventions
suivantes: (i) la variance d’innovation de chaque source
Sk(.) est fixée & 1 (D), (ii) la premiére composante non
nulle de chaque ligne de B est positive (£), (iii) les lignes
de B sont rangées par ordre décroissant de leur premiére
composante non nulle (IT).

2.4 TFonction de vraisemblance

2.4.1 Choix du parameétre global

Les sources Si(.), composantes de S(.), sont gaussiennes
autorégressives d’ordre pg, mutuellement indépendantes.
Chaque modele AR(py) est paramétré par ses autocor-
rélations partielles 5y (é),4 = 1,...,pg, car la variance
de P'innovation est fixée égale a 1. Ce choix de norma-
lisation laisse libre le parametre A. On note G le para-
metre de la structure des sources constitué par 1’ensemble
{Bs(d),i = 1,...,p,k = 1,...,K}. Rappelons que la
seule contrainte sur § est que chaque Si(¢) est en mo-
dule strictement inférieur & 1 et que Gx(-) # §;(-) pour
k # j, c’est-a-dire que les modeéles AR(py) sont supposés
distincts pour garantir I’identifiabilité de A. Chaque ordre
pi est fixé a priori ou estimé selon la procedure préconisée
par De Luna [5]. Le paramétre global du probleme de la
séparation sera constitué par le couple (B, 3).

2.4.2 Fonction log-vraisemblance

L’expression de la fonction log-vraisemblance du pro-
bléme est donnée, & une constante additive pres, par:

K
1
T (log | det B| — 3 ZeZBAgBtek)
k=1

LT(BaBaXT) =

K
1
+ 5 D log|det(R{)™|
k=1

ott RY est la matrice de covariance de (Sg(1), ..., Sk(T))t,
définie par B (j), j=1,...,pk, AL = %XT(Rg)_lX% et
{ex, k=1,... K} est la base canonique de IR".

3 Algorithme de relaxation

On maximise la vraisemblance de fagon alternative par
rapport a chacun des deux parametres, 'autre étant alors
fixé, que constituent B et 3. Chacune des deux étapes de
maximisation est réalisée par relaxation.

3.1 Maximisation de Ly par rapport a j3,
a B fixée
La maximisation de Ly par rapport a § est équivalente
a la minimisation, de fagon indépendante, du critere :

(St (RE(81)) ™" (Sr)k. + log(det(RE (81))),  (2)

associé a chaque source. L’estimation du parameétre S (.)
d’un processus AR par par la méthode MVE a été étu-
diée par Pham [7]. Elle est réalisée par relaxation sur les
Br(j), Jj=1,...,pk. Nous proposons une version adap-
tée de cette méthode pour tenir compte du fait que o7 = 1.
On démontre que Vk=1,..., K, Vji=1,...,pk, & Bk(i)
i # j fixés, le critére (2) admet un seul minimum dans
]—1,1[. Ce minimum est déterminé par la résolution d’une
équation du troisieme degré.

3.2 Maximisation de Ly par rapport a B,
a g fixé

On démontre que la maximisation de Ly par rapport a
B, a g fixé, est équivalente aux deux problemes d’optimi-
sation suivants:

— P : Soit K ellipsoides de I’espace IRE &, ... Ex co-
centriques et 2 & 2 non homothétiques, trouver K
vecteurs B; € &1,..., Bg € £k qui maximisent le
volume du parallélépipede que forment ces vecteurs.

— P* : Maximiser le déterminant de B sous la contrainte

Billar =1 k=1,... K},

Ce probléme apparemment simple, n’entre pas dans le
cadre de 'optimisation convexe classique [9].

3.2.1 Principe de I’algorithme

La solution est recherchée par relaxation sur les lignes
de la matrice B. En effet, les expressions du gradient et
de la hessienne de la fonction Ly par rapport & la k™
ligne de B sont données par:

dLy

3. TA (ex — BAL Bley),
0Ly 1

— = —|——=5UU"+A] ).
9B} (det<B>2 " )

ot U=(|Bg1), .-, | Brxl|)" est le vecteur formé par les cofac-
teurs d’ordre (k,j);=1. x de la matrice B. Ainsi, le gra-
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dient de Ly s’annule en un seul point (& un facteur signe
pres) et la hessienne est définie négative.

Théoréme 3.1 A structure autorégressive des sources fi-
xée, Ualgorithme de construction de la matrice de sépara-
tion converge sinon l'ensemble des points critiques de la
fonction log-vraisemblance a la puissance du continu.

3.2.2 Cas bidimensionnel: K = 2

Dans ce cas particulier, la solution est explicite et est ob-

tenue a partir de la diagonalisation conjointe des matrices
AT i =1,2. On démontre que les équations normales ad-
mettent deux solutions (& un facteur signe pres). L’une
correspond a4 un maximum B, l’autre correspond a un
point selle B.
Soient «?, a2 les valeurs propres de A; relativement & As,
avec 0 < a1 < g (s oy = v, Ay et Ay sont proportion-
nelles), W la matrice définie de facon unique (& un facteur
de signe prés) par:

2
t a7 0 t 1 0
WA1W_<0 ag)’ WAQW_<01),

- L0 - 0 1 a0\ 4
alors.B_< 0 1)W,B_<1 0)( 0 OC%)B

3.2.3 Situation asymptotique
Lemme 3.1 Lorsque la structure autorégressive des sour-
ces est connue,

AL P25 ADL AT pus.
ott Dy, est une matrice diagonale telle que Dy (k. k) =1 <
Di(4,5) Vi#k=1,... K.
Dans ce cas B = A™! est 'unique solution du probleme
P. Notons que toute matrice obtenue par permutation des
lignes de B est également solution des équations normales
et que certaines peuvent correspondre & des maxima lo-
caux. Ceci souligne la difficulté du probleme global. Ce-
pendant ’étape d’estimation de la structure des sources
permet d’éviter les maxima locaux. Par ailleurs, on dé-
montre que lorsque T tend vers +o0o, le critére (2) admet
un minimum unique atteint en 5.

3.3 Comparaison avec la procédure QMYV

On montre que la vraisemblance approchée de la mé-
thode QMYV, lorsque la structure des sources est fixée, est
celle de la vraisemblance exacte avec préfenétrage (X; (¢) =
0 pour —p; < t < 0). Elle peut donc étre résolue par re-
laxation plutot que par la méthode de Newton, mal adap-
tée a la présence de solutions multiples aux équations nor-
males. Les résultats de simulations montrent en effet que
la méthode MVE améliore de fagon tres sensible les per-
formances de la procédure QMV. Ceci est du bien sur a
I’estimation de la structure des sources, mais aussi au fait
d’éviter le piege de solutions parasites grace a la méthode
de relaxation. Il faut d’ailleurs souligner que la méthode
MVE s’accomode trés bien d’une estimation grossiére de
la structure des sources, par exemple en utilisant la mé-
thode de Yule-Walker, ce qui lui conserve tout son intérét
sur le plan pratique.

4 Résultats de simulation

Les simulations présentées dans cette partie concernent
I’étude des qualités de I’estimateur MVE et ’analyse de la
part de amélioration qu’il apporte a la procédure QMV
due & chacune des approximations que constituent le choix
des filtres, 'utilisation du préfenétrage et ’algorithme de
résolution des équations normales.

4.1 Modéles

Les modeéles suivants seront utilisés lors des simulations.
Les modeles My, Mo et M, sont autorégressifs définis par
les autocorrélations partielles 3. Le modele M3 est une
moyenne mobile définie par ses paramétres habituels b.
M: 2 sources AR(2), f = {0.4,0.25;0.6,0.8}

Mj: 2 sources AR(3), f = {0.3,0.2,0.1;0.4,0.6,0.8}
Ms: 2 sources MA(2),b={-0.3,-0.25,-0.12,-0.8}
M,: 3 sources AR(2), AR(3), AR(4), ol

B =1{0.4,0.25;06,08,-05;0.5,0.7,—0.5, 0.4}

L 10 02 . 1.2 1 0.6
T\ -04 08 )77

—045 0.8 1
0.78 —1.54 1.68
4.2 Mesure de la qualité des estimateurs

Afin de comparer des estimateurs obtenus & partir de
procédures de séparation utilisants des regles de normali-
sation différentes, nous avons retenu deux critéres de com-
paraison (synthése du biais et synthése de la racine de
Perreur quadratique moyenne) définis & partir de versions
normalisées des matrices A et A selon les régles suivantes :
(i) les colonnes de A sont de norme 1, (ii) la premiére com-
posante non nulle de chaque colonne de A est positive,
(iii) les colonnes de A sont rangées par ordre décroissant
de leur premiére composante non nulle (ou des suivantes
en cas d’égalité). Soient T' la longueur des séquences et r

le nombre de répétitions alors:
1 T
= ; E Azj — A
n=1

K K
SYNoon = \/Zz 1 Z]¢z 1 lj;SYNb _ 21:1 Zj#z:l bfj

K(K -1)

4.3 Simulations

4.3.1 Comparaison avec la procédure QMV

Les filtres arbitraires ou optimaux ¥, utilisés par la
procédure QMYV sont obtenus & partir des filtres F, et de
la relation (3).

min{p,p—j}

v, (j) = Z

i=maz{0,—j}

Fp(i)Fp(i+3j) §=—p,...,p- (3)

L’indice p dans F), correspond a l’ordre d’approximation
du modele AR.

Fy ={1.0,1.0;-1.0,1.0;,-0.5,1.0}
Fp={1.0,1.0,1.0;1.0,-1.0,1.0;-0.5,1.0,0.5}
Fs={1.0,1.0,1.0,1.0;1.0,-1.0,-1.0,1.0;1.0, =0.5,0.5,1.0}

Fy ={1.0,1.0,1.0,1.0,1.0;1.0,-1.0,—1.0,-1.0,1.0;1.0,0.5, =1.0,0.5,1.0}.
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Les filtres optimaux ¥, sont ceux associés aux filtres ®,
des modeles autorégressifs des sources par 1’algorithme de
Levinson-Durbin.

o

412 sources AR(2) 0.272 sources AR(2)
L-—--" — MVE — MVE
202 N - Zo1 AN
> e 0 N
[0 N -
0 0
1 2 3 4 1 2 3 4
0472 sources AR(3) 0212 sources AR(3)
£ — QW a K ~ < |- qow
7} ~ z N
202 N £01 N
§ N 5 N
0 AN
0 0
1 2 3 4 1 2 3 4
1 0412 sources MA(2)
2 sources MA(2) J — ME
g - N - W
205 202 -
z _ > P
. )
7 - P
e - -
0 0=———=
1 2 3 4 1 2 3 4
043 sources AR(2),AR(3),AR(4) 0.23 sources AR(2),AR(3).AR(4)
-
£ T - QMV/ _ 2 R - W
So02 S~ 204 s ~
> ) ~ o -
b <~ -

1 2 3 4 1 2 3 4
ordre:: p ordre : p

Fia. 1: Comparaison des performances des procédures
MVE et QMV avec des filtres arbitraires

TaB. 1: Effet de lalgorithme de résolution des équations
normales: QMV avec filtres optimauz; MVE  avec
préfenétrage (MVEP) et filtres optimauz; T = 50; r = 500

My Mo My
MVEP QMV MVEP QMV MVEP QMV
SY Ny 0.0572 0.0728 0.0345 0.0482 0.0431 0.0702
SY Npom 0.1891 0.2041 0.1421 0.1686 0.1719 0.2313

4.3.2 Robustesse de ’estimateur MVE

Lorsqu’il n’est pas estimé on utilise, dans les tableaux
ci-dessous, l'ordre autorégressif exact des sources.

TaB. 2: Substitution dans MVE de Uestimateur de la
structure des sources par celui de Yule-Walker (MVEY);
T =50; =500

My Mo My
MVE MVEY MVE MVEY MVE MVEY
SY Ny 0.0650 0.0687 0.0290 0.0310 0.0446 0.0535
SY Npom 0.1921 0.2047 0.1485 0.1510 0.1729 0.1909

TaB. 3: Inclusion dans la procédure MVE de l'estimation
de Uordre autorégressif (MVEO); T = 250; r = 200

M, M, M,y
MVE MVEO MVE MVEO MVE MVEO
SY Ny 0.0043 0.0050 0.0023 0.0031 0.0031 0.0058
SYNpom 0.0913 0.0947 0.0767 0.0783 0.0283 0.0512

4.3.3 Commentaires

La figure 1 montre bien I’amélioration qu’apporte I’esti-
mation de la structure des sources. Nous remarquons que
’EQM varie peu lorsque 'ordre d’approximation autoré-
gressive des sources dépasse 'ordre exact. Cette propriété
n’est pas vérifiée par I'estimateur QMV. Nous constatons
aussi que PEQM atteint son minimum lorsque cet ordre
coincide avec l'ordre exact. Celui-ci, étant inconnu dans
la pratique, pourrait étre estimé. Le tableau 3 illustre la
robustesse de l'estimateur MVE vis a vis de cette esti-
mation (selon la procédure préconisée par De Luna [5]).
Par ailleurs, ’estimation de la structure autorégressive des
sources par la méthode MVE est assez onéreuse. Le ta-
bleau 2 montre que la méthode MVE s’accomode trés bien
d’une estimation grossiére (Yule-Walker) de la structure
des sources. Le tableau 1, illustre la perte de la qualité
due a l’algorithme de résolution des équations normales

de la procédure QMV.
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