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Résumé — Nous étudions le probleme de I'identification au second-ordre d’une fonction de transfert multi-entrées / multi-sorties
en présence de bruit additif. Le bruit additif est supposé (temporellement) blanc, c’est-a-dire décorrélé dans le temps, mais nous
ne faisons aucune hypothése sur sa corrélation spatiale. Nous proposons un résultat d’identifiabilité qui requiert des hypotheses
trés faibles sur la fonction de transfert a estimer. Un algorithme nouveau est proposé et testé par des simulations.

Abstract — We address the problem of the second-order blind identification of a Multiple-Input Multiple-Output (MIMO)
transfer function in the presence of additive noise. The additive noise is assumed to be (temporally) white, i.e., uncorrelated in
time, but we do not make any assumption on its spatial correlation. We propose an identifiability result which requires very mild
assumptions on the transfer function to be estimated. A new algorithm is proposed and tested by simulations.

1 Introduction

Soit (yn )nez le signal de dimension ¢ défini par
Yn = [H(2)]8n +wn = ypr + wy, . (1)

Nous étudions le probleme de l'identification de H(z) a
partir de la donnée (supposée exacte) de la fonction de
covariance de la sortie y.

Dans un contexte d’égalisation autodidacte en commu-
nications numériques, s, est un processus vectoriel p x 1
centré et décorrélé, qui représente les séquences de sym-
boles (non observables) émis par p sources partageant la
méme période baud. La fonction de transfert matricielle
g xp H(z) modélise le canal inconnu. Le signal est recu sur
un réseau de ¢ capteurs, et perturbé par un bruit additif
wy, de dimension g, décorrélé du signal utile y.

Nous supposons que ¢ > p, que H(z) = ZkM:O Hyz7"
est un filtre RIF a minimum de phase, et que w,, est un
bruit blanc de dimension ¢ (c’est-a-dire E(w,w?) = 0 si
n # m), de matrice de covariance spatiale ¥ = E(w,wl).

Les articles [1] et [2] ont été les premiers & résoudre le
probleme au 2"? ordre. Ils ont donné lieu ensuite & un
grand nombre de travaux et variantes. Cependant, la plu-
part de ces algorithmes considerent le cas ou ¥ = o21,,.

Cette hypotheése peut cependant étre restrictive dans
certains contextes. Par exemple, si les propriétés physiques
des capteurs ne sont pas identiques, les composantes du
bruit sont décorrélées mais leurs variances ne coincident
pas nécessairement. Le bruit peut méme étre corrélé spa-
tialement s’il résulte de la superposition d’un grand nombre
de sources indépendantes. Cette situation se rencontre par

exemple en acoustique sous-marine [3] [4].

Dans cet article, nous proposons un algorithme d’iden-
tification de H(z) dans le cas olt ’'on ne dispose pas d’in-
formation a priori sur ¥. Ce probleme a été étudié dans
le cas SIMO (p = 1) dans [5], [6], et [7]. L’article [8] pro-
pose une solution dans le cas out p > 1, et [9] généralise
les résultats de [8] au cas out H(z) est rationnelle.

Notre démarche est la suivante. Soit { Ry} (resp. {R}'})
la fonction de covariance du signal requ y (du signal non
bruité y,.). Ona Ry = R + X, Ry = R powr 0 < k< M
et R = R = 0 pour kK > M. X étant inconnu, Ry ne
contient pas d’information sur Rf. Par conséquent, notre
probléme consiste ici & identifier H(z) & partir de la seule
connaissance de la séquence tronquée des {Ry}1L,.

Cet article est organisé de la fagon suivante. Le para-
graphe 2 décrit le principe et propose un résultat général
d’identifiabilité basé sur la notion d’espaces rationnels.
Dans le paragraphe 3, nous en déduisons un algorithme
d’identification ; les hypotheéses d’identifiabilité sur H(z)
sont moins contraignantes que dans la solution proposée
dans [8] ou [9]. Finalement, la mise en ceuvre de l’algo-
rithme est décrite dans le paragraphe 4 et des simulations
sont proposées.

2 Un résultat d’identifiabilité

2.1 Principe d’identification

Notre méthode consiste a résoudre un probléme de com-
plétion. En effet, y n’est pas un processus vectoriel SSL
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quelconque mais un processus MA. Comme Rang(S“(z)) =
p < q Vz, cette information peut étre exploitée efficace-
ment via I’ équation structurelle

M

> R h (2)

k=—M

H(z)H"(z7') = §"(2) =

Cette équation fournit une relation implicite entre les co-
variances { R} }4L qui permet (sous certaines conditions)
de calculer le coefficient central RY & partir de {R¥}IL,.
Une fois R{ connu, nous sommes ramenés au calcul de
H(z) & partir de H(z)HT(271); ce probléme classique
peut étre résolu par n’importe quel algorithme de réalisa-
tion stochastique.

Nos résultats sont basés sur ’observation suivante. Com-
me q¢ > p, il existe des polynomes 1 x g de degré N
g(z) = ZkN:O grz~F vérifiant :

g(2)H(z) =0 pour tout z , (3)

ou, de facon équivalente, g(z)H(2)HT (271) = 0 V2. Sup-
posons par ailleurs que nous puissions calculer un en-
semble de 7 polynomes g;(z) vérifiant (3), et posons G(z) =
(9T (2), ., 9T (2)])T = 20, Gz (les parametres r et
N seront spécifiés plus tard). Posons S(z) = Ry + T'(z),
ou T'(z) est supposé connu; il est clair que

G(z)Ryo = —G(2)T(z) . (4)

En identifiant membre & membre le coefficient de z~* pour
0 < k< N,eten posant G = [GL,...,GL]T, on voit que
I’on peut calculer la matrice GRy a partir des données. Si
G est de rang colonne complet, Ry est identifiable a partir
de (4).

Notre méthode comporte donc 2 points: elle repose sur
la possibilité effective de calculer des polynémes g(z) véri-
fiant (3); mais, de plus, ils doivent étre « en nombre suf-
fisant » et leurs degrés «suffisamment élevés ». En effet,
les g;(z) doivent permettre de construire une matrice G
(N + 1)r x g de rang colonne complet ; intuitivement, le
nombre de lignes de G doit donc étre le plus grand possible.
Les parametres N et r (qui ne sont pas indépendants)
jouent donc un réle important dans la discussion. Pour
préciser ce role, nous devons utiliser des propriétés de
sous-espaces vectoriels rationnels (s.e.r.), qui constituent
le cadre naturel des polynémes g;(z) (pour I’étude de cet
outil algébrique, nous renvoyouns le lecteur & [10] et [11]).

2.2 Un résultat d’identifiabilité basé sur
les sous-espaces rationnels

Notons tout d’abord qu’un polynéme g(z) vérifiant (3)
appartient au dual d’un s.e.r. contenant Im(H(z)), ol
Im(H(2)) est le s.e.r. engendré par les colonnes de H(z).
Soit donc S un certain s.e.r. fixé, de dimension d, tel que
Im(H(z)) C S. Par hypothese, H(z) est minimum phase,
et donc de rang générique complet p ; donc dim(Im(H (z)))
=p, et p<d<gq. Soit St I’ «orthogonal » de S, c’est-a-
dire 'ensemble de tous les polynémes 1 x ¢ g(z) vérifiant
g(2)f(z) =0Vf €S, et soit 0 < My < --- < My (resp.
0< Mj- <---< Mql_d) les indices de Kronecker de S
(resp. les indices de Kronecker duaux de S).

Supposons maintenant que nous disposions d’un algo-
rithme pour calculer 'ensemble Sy; constitué de tous les
polynémes de S*, mais de degré inférieur ou égal a N.
Alors nous devrions concaténer dans G(z) «autant » de
polynémes 1 x ¢ g;(z) que possible; cependant, il ne faut
considérer que des polynomes linéairement indépendants
sur le corps IR(z) des fractions rationnelles. En effet, soit
{9i(2)}j—, un ensemble de r polynémes de Sy, linéaire-
ment indépendants sur R(z), et soit G(z) = [¢7 (), ...,
gX (2)]T. Ajouter une (r+1)°™€ ligne g,11(2) & G(2) est i-
nutile (en ce qui concerne Rang(G)) si ce polynéme g, 11 (z)
appartient au s.e.r. engendré par {g;(z)}7_,, car dans ce
cas les N + 1 lignes apportées par g.41(z) a la matrice G
sont des combinaisons linéaires des 7(N + 1) précédentes.

La valeur utile maximale pour 7, considérée comme une
fonction 7(IN) de N, est donc égale a la dimension du
s.e.r. engendré par Sy. Mais cette dimension dépend de
la position de N par rapport & {Mjl}g;f. Si N < M=
min; M;, alors g(z)f(z) = 0 Vf(z) € S si et seulement si
(ssi) g(z) = 0 Vz. Si M- < N < Mg, alors r(N) = s.
Enfin, si N > M- ; = max; M;", on peut extraire de Sy
un ensemble de (¢—d) polynomes formant une base de S+,
et donc 7(N) = g — d. Ceci constitue bien sur la situation
la plus favorable; il n’est donc pas étonnant que dans ce
cas, Rp soit identifiable & partir de (4) sous une condition
supplémentaire simple :

Lemme 1 Soit S un s.e.r. de dimension d, d’indices de
Kronecker 0 < My < --- < My, tel que Im(H(z)) C S. Si
My > 1, Ry est identifiable & partir de S*.

Preuve. Soit G(z) = Zﬁ;o Grz~™ une matrice poly-
nomiale (¢ — d) x g, dont les lignes forment une base de
St. Alors G(z) vérifie (4). Considérons la matrice G =
[GT, ..., G associée & G(z). Soit v un vecteur constant
de dimension ¢ vérifiant Gv = 0 ou, de fagon équivalente,
G(z)v = 0 Vz. Cette condition est vérifiée ssi le polynéme
constant v(z) = v appartient a I'espace dual de S, c’est-
a-dire & S. D’autre part, 'hypotheése M; > 0 signifie que S
ne contient pas de vecteurs constants non nuls, donc v = 0.
G est donc de rang colonne complet et Ry est identifiable
& partir de (4). [

3 Meéthode sous-espace

Dans ce paragraphe, nous donnons le principe d’un algo-
rithme de calcul de Ry & partir de {R;}},. Cet algorithme
est une application pratique du lemme 1.

Au §2, nous avons considéré un s.e.r. S de dimension
d contenant Im(H(z)). Le choix le plus naturel pour S
est bien entendu Im(H(z)) lui-méme. Ce choix était im-
plicite dans une méthode proposée dans [8, section III-B-
3] qui s’inscrit en fait dans le contexte du lemme 1. Elle
permet de calculer (sous des hypotheses assez fortes sur
H(z)), a partir d’'une matrice block-Hankel associée a la
séquence {R%}1<n<m, 'ensemble de tous les polynémes
de S*, mais de degré inférieur ou égal & M — 1; cette
derniére contrainte constitue la plus grande limitation de
la méthode, car la condition M —1 > M ql_ p st restrictive.

Dans ce paragraphe, nous proposons une approche al-
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ternative qui ne présente plus cet inconvénient. Nous al-
lons chercher des polynomes dans ’espace dual d’un s.e.r.
S’ contenant strictement Im(H (2)) ; mais nous ne rencon-
trerons pas de limitation quant au degré de ces polynémes.
Nous obtiendrons globalement des conditions d’identifia-
bilité moins séveres.

L’idée consiste a éliminer RO en formant la différence

Qu(z) = S(z) — S(ze'o™) Zk_ 2 QFz7F, olt @ est un
nombre réel quelconque. A partir de (2) nous obtenons:
/ HT(z71)
a — H H 1T \ _Zaﬂ' . 5
Qu(2) = 1) HE )] | _pr B ey | )

Nous supposons que H(z) est minimum phase. Nous sup-
posons également que (C1) g > 2p et (C2) le rang géné-
rique de [H () H (ze“™)] est égal & 2p.

Appelons &’ le s.e.r. engendré par les colonnes de [H(z)
H(ze'*™)], et 8+ son dual; grace a (C2), S’ (resp. S')
est de dimension 2p (resp. ¢—2p). Les indices de Kronecker

de 8" sont {M/}?P  avec 0 < M| < --- < M2p, et ceux de
2
S+ sont {M}H}IZ17, avec 0 < ]\4’l < ML,

Puisque Q4(z) est connu, on peut extraire pour tout
N > M;i* I'ensemble de tous les polynomes (de dimen-
sion 1 x q) g(z) = Zszo grzF, de degré N, vérifiant
9(2)Qa(2) = 0 Vz; en effet, g(2)Qn(z) = 0 ssi le vecteur
ligne g = [go,-..,gn] appartient au noyau & gauche de
la matrice de Sylvester généralisée T (@), de dimensions
g(N +1) x g(2M + N + 1), associée & Qq(2):

Qg Mo Q% 0
In(Q) = . (6)
0 Q% - QY
(C2) implique que les s.e.r. engendrés respectivement par
les colonnes de Qa(2) et de [H(z) H(ze'*™)] sont égaux,
et donc que g(2)Qn(2) = 0 ssi g(z) [H(z) H(ze"™)] =
0, ce qui implique g(z)H(z) = 0 Vz. L’utilisation de la
fonction Q4 (z) permet donc de calculer des polynomes de

St de degré N VN > M{*. Le théoréme suivant est une
conséquence du lemme 1 :

Theoréme 1 Soit S’ le s.e.r. engendré par les colonnes
de [H(z)H(ze““’)l. Supposons que (C1) et (C2) soient
vraies. Soit {M[};P,, avec 0 < M| < --- < Mép, les in-
dices de Kronecker de S'. Supposons de plus que S’ ne
contienne pas de vecteur constant non nul, c’est-a-dire que
M{ > 0.

Soit N un entier tel N > 2 Y deg(hi(z)), ot hi(2)
est la i°™° colonne de H(z). Alors, si G(z) = ZkN:O GrzF
est une matrice polynomiale (¢ —2p) x q de degré N et de
rang générique complet (q — 2p) vérifiant G(z)H(z) = 0,
la matrice G = [GY,...,GL]T est de rang colonne com-
plet, aussi Ry est identifiable & partir de (4). En définitive,
H(z) est identifiable & partir de la fonction de covariance
compléte {R; M.

Preuve. Les lignes de G(z) appartiennent a S't. Pour
qu’elles engendrent §'*, il faut que N > M/ L, (voir §2.2).
On sait que » 17 2p Mt = S22 M; [10] [11]. Or d’une
part Myt,, < 977 2’ M+, et d’autre part 377 M, <
P (deg(hi(2)) +deg(h( ) =2 3Py deg(h ( ))-

L’inégalité N > M#Qp est donc observée si N vérifie
N > 23" | deg(hi(z)). L’identifiabilité est une applica-
tion directe du lemme 1. ]
Ces conditions d’identifiabilité sont moins restrictives
que celles de 1'algorithme proposé dans [8] (qui requiert
que H(z) soit irréductible, que toutes les colonnes de H(z)
aient méme degré M, que H)s soit de rang complet et que
M—-1> Mql_ »)- Enfin, il est intéressant de constater que
I’algorithme s’adapte sans difficulté au cas rationnel.

4 Simulations

Discutons tout d’abord de mise en ceuvre pratique. En
effet, la 1°7¢ étape de 1’algorithme consiste & trouver une
matrice polynomiale G(z) = ZkN:O Grz*, de dimensions
(q—2p) x q, dont les lignes engendrent S+ ; ce point étant
délicat, nous évoquons brievement notre solution.

Remarquons tout d’abord que G(2)[H (2)H (ze'*™)] = 0
ssi [Go---GN]TN(Q) =0, ot Tv(Q) est définie en (6). 11
est donc clair que le s.e.v. dans lequel nous devons cher-
cher les lignes de [Gy,...,Gn] est le noyau & gauche de
Tn(Q). En pratique, cela signifie que nous allons mini-
miser une forme quadratique construite sur le Grammien
d’une estimée empirique Ty (Q) de T (Q) ; une contrainte
de non-trivialité doit évidemment étre introduite.

Par ailleurs dans le Th. 1 G(z) doit étre une base po-
lynomiale minimale de S’*. Nous choisissons donc la con-
trainte de facon a forcer cette exigence théorique. Puisque
G(z) est polynomiale, elle est de rang générique complet
(g — 2p) ssi elle est de rang complet pour au moins une
valeur zg € {€ U oo}. Or il existe des bases de S'* qui
sont de rang complet a 'infini: par exemple, les bases po-
lynomiales minimales sont irréductibles et vérifient donc
cette propriété. Nous pouvons donc choisir G(z) de telle
sorte que Go = G(z = c0) soit de rang ligne complet. En-
fin, nous pouvons supposer sans perte de généralité que
les lignes de Gy sont orthogonales. Nous résolvons donc le
probléme d’optimisation suivant (notre solution ne peut
étre présentée ici faute de place):

{ min. Tr.{[GO GN](TN(Q) T(@))[ao--aN]T}

sous la contrainte GOGO = I,_9p

Venons en au modele. Nous prenons p = 2 et ¢ = 7. Soit
H(2) = [n(2) ha(2)]; deg(h(2)) = 3 et deg(ha(=)) = 4,
donc M = 4. Les 63 inconnues de H(z) sont tirées de
fagon aléatoire sous une loi normale A/(0,1). Nous pre-
nons ¥ = [0;], avec oy = (=A\)P7I/(1 = X2) et A = 0.9
(le bruit est donc un « processus stationnaire spatial AR
d’ordre 1 »). Le parametre o du §3 est choisi égal & 1. La
raison en est que dans Q1(z), tous les termes Ry, d’indices
pairs s’annulent, et n’ont donc pas besoin d’étre estimés.
Finalement, dans nos simulations, les résultats pour un
canal donné sont moyennés sur 50 réalisations; puis ces
résultats sont moyennés sur 20 canaux.

Dans la premieére expérience nous calculons ¥ comme
RY — Ry. La figure 1 montre l'erreur relative n = ||% —
S| | rro/ IIZ #ro (|I-]] fro est la norme de Frobenius) en fonc-
tion de la taille de 1’échantillon, pour des rapports signal
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sur bruit égaux a 5 dB et a 10 dB. Notons que n est
plus faible pour le bruit de plus grande puissance. On
peut justifier intuitivement cette propriété: soit SY(z) =
H(2)HT (27 1)+ % ; alors d’apres (3), 1’équation d’identifi-
cation de ¥ s’écrit aussi G(2)SY(z) = G(z)X. Les erreurs
d’estimation sur G(z) affectent donc plus lestimation de
Y lorsque ¥ est une matrice dont la norme est petite.
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F1G. 1: Erreur relative sur X

Nous mesurons ensuite l'erreur relative sur le proces-
sus d’identification global. Une fois Ry estimé, la derniére
étape consiste en effet & identifier H(z) par un algorithme
de réalisation stochastique. Pour les simulations, nous nous
sommes placés sous ’hypothese d’irréductibilité et avons
utilisé un algorithme de « prédiction linéaire » [12] [13]. Cet
algorithme du second ordre identifie F/(z) = H(z)Q pour
une certaine matrice constante orthogonale Q. Le critére
d’erreur choisi est

27 ; Il ;
e— | o [|5(e) = S (e)]13,, dw
- 27 :
fO ||S(ezw)||?ro dw

o 8 (2) = F(2)FT(z7}) = >k E,(CF)z_k.

L’erreur est comparée a celle obtenue par un algorithme
de prédiction linéaire « classique », c’est-a-dire qui suppose
(a tort) que ¥ = o21,. Il est clair que les estimées obtenues
par un tel algorithme ne convergent pas vers la solution
exacte. Nous avons observé que le bénéfice du nouvel al-
gorithme apparait d’autant mieux que 3 s’éloigne de o21.
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