Dix-septieme colloque GRETSI, Vannes, 13-17 septembre 1999

Suivi de raies spectrales avec un faible coiit de calcul

Francois AUGER, Mickaél HILAIRET

GE 44, Bd de I’Université, BP 406, 44602 Saint Nazaire cedex, France

augerlge44.univ-nantes. fr

Résumé — Cet article présente le principe et les premiers résultats de caractérisation d’un nouvel algorithme d’estimation de fréquence et de
suivi de composantes sinusoidales. Son principe s’appuie sur la technique de réallocation des représentations temps-fréquence, qui est modifiée
pour pouvoir traiter économiquement des signaux a valeurs réelles. Les résultats obtenus ne semblent pas moins intéressants que ceux fournis

par les approches récemment publiées.

Abstract — This paper presents the principle and some preliminary results of a new frequency estimator. Its principle is not far from the
reassignment principle, which is modified to tackle real valued signals. Some results show that this approach is at least comparable to the most

recent algorithms.

1 Introduction

Dans de nombreux phénomenes physiques, I’information re-
cherchée réside dans la valeur de la fréquence “instantanée”
[16, 17] d’une des composantes du signal observé. En génie
électrique par exemple, ce probléme se pose notamment dans
la dépollution harmonique des réseaux électriques et dans la
commande sans capteur mécanique des machines tournantes.
Malheureusement, I’estimation au sens du maximum de vrai-
semblance de cette fréquence conduit a un critere fortement
non-linéaire lorsque le signal comporte plusieurs composantes
(dont il faut impérativement connaitre le nombre) [13, 14]. Ceci
rend difficile I’ utilisation de ce type d’estimateur, et a conduit
a I’émergence d’un nombre important de techniques d’estima-
tion [5, 1], avec des principes, des caractéristiques et des champs
d’application privilégiés trés variés.

Cet article présente un nouvel algorithme d’estimation de
fréquence et de suivi de composantes sinusoidales. La particu-
larité de cet estimateur est de ne faire appel a aucune fonction
transcendante (de type arc-tangente ou arc-cosinus) et de ne
nécessiter qu’un nombre assez réduit d’opérations, ce qui per-
met d’envisager son utilisation en tant que tdche supplémentaire
d’un algorithme de commande d’une machine tournante ou d’un
filtre actif. Enfin, malgré cette simplicité, il ne présente aucune
erreur d’estimation lorsque le signal est constitué uniquement
d’une sinusoide et posséde de bonnes caractéristiques statis-
tiques.

2 Présentation de I’estimateur proposé

2.1 Principe théorique

Avant de présenter en détail I’estimateur proposé, il semble
utile d’en exposer le principe, représenté figure 1. Cet estima-
teur est constitué de trois blocs successifs :

e Le premier est un filtre passe-bande de fréquence centrale A\
et de largeur de bande A\. L objectif de ce filtre est de conser-
ver la sinusoide dont on veut estimer la fréquence, supposée
voisine de \g, et d’atténuer toutes les autres composantes du

x[n]| filtre Ry, [n] fitre /RIF |y2[n]
— passe-Bande N
centré /. sur \g double/dérivateur] estimateur Aln]
réquentie
4 4 fréquentiel

FI1G. 1: Principe de fonctionnement de 1’estimateur
fréquentiel proposé.

signal.

e Le signal y;[n] obtenu en sortie du filtre passe-bande excite
ensuite un filtre a réponse impulsionnelle finie (RIF) dont la
réponse fréquentielle au voisinage de A est trés peu différente
de celle d’un filtre double dérivateur (inverseur) idéal Hy(\) =
—(y27 ) = 4n?\2,

e Siy1[n] = Acos(2mAn + ), alors le signal obtenu en sortie
du filtre double dérivateur est yo[n] = 472A% y1[n]. Puisque
les deux signaux y;[n] et yo[n] sont colinéaires, on pourrait
envisager d’estimer A en calculant

yl
271'

Mais la possibilité d’avoir y1[n] = 0 rend irréaliste cette so-
lution, qui serait également tres sen51ble a un bruit additif. Le
bloc fonctionnel d’“‘estimation fréquentielle” situé au bout de
la chaine de traitement de la figure 1 vise donc a construire une
estimation S\[n] un peu plus pertinente de la fréquence de la
sinusoide.

Enfin, pour assurer le suivi de la sinusoide, la fréquence ins-
tantanée estimée S\[n] est utilisée a I'instant suivant comme
fréquence centrale A\g du filtre passe-bande, et éventuellement
comme fréquence autour de laquelle le filtre double dérivateur
utilisé doit avoir une réponse fréquentielle proche de sa valeur
idéale.

De par son principe, 1’estimateur proposé est assez voisin
de la technique de réallocation du spectrogramme. En suivant
les notations de [2], I’opérateur de réallocation fréquentielle du
spectrogramme calculé pour le signal z(¢) au point (¢,w) peut

1 2[n]

o n
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en effet s’écrire sous la forme :
[T X (Q)H* (w — Q) e dt
ST X (Q)H* (w — Q) e27 dt

O(z;t,w) =Im {

Il peut donc étre interprété comme la partie imaginaire d’un
rapport dont le dénominateur correspond au signal obtenu en
sortie d’un filtre passe-bande centré sur w, de réponse fréquen-
tielle H* (w— (), et dont le numérateur est la dérivée (5(2) de ce
dernier signal. La seule différence entre le calcul de I’ opérateur
de réallocation fréquentielle et 1’estimateur de fréquence pro-
posé est I'utilisation d’un filtre double dérivateur au lieu d’un
dérivateur simple, qui permet de traiter des signaux réels sans
calculer leur projection analytique par une transformée de Hil-
bert.

Enfin, malgré une certaine similarité, ce principe ne s’ap-
parente pas a une boucle a vérouillage de phase [15], dans la
mesure ol il ne cherche pas a synchroniser un oscillateur avec
le signal & analyser, et ou la rétroaction présente dans la figure
1 est uniquement d’ordre paramétrique.

2.2 Choix techniques
2.2.1 Choix du filtre passe-bande

Une fagon simple de réaliser un tel filtre est de le déduire
d’un filtre passe-tout a réponse impulsionnelle infinie (RII) du
deuxiéme ordre [18]:

1
P+ Bat + 27
Hpt (Z) = 1T_ (1 " r;) ﬁzfl n TZZZ72 2
avec B = cos(2mho) et r? = 1 — tan(mrAN)

1+ tan(mrAN)

La bande passante A\ du filtre doit étre choisie pour vérifier
un compromis entre deux caractéristiques rendues antagonistes
par ’inégalité de Heisenberg-Gabor [9]: la résolution de 1’es-
timateur, et sa capacité de poursuite.

La principale justification du choix de ce type de filtre est
I’existance d’une structure de réalisation (voir [18] et [3], p 99)
a la fois efficace et robuste vis a vis des erreurs de troncature
numérique, ce qui permet d’envisager sa réalisation sur des pro-
cesseurs a virgule fixe.

La figure 2 montre la réponse fréquentielle d’un filtre de ce
type pour A = 0.05 et AX = 0.001. On peut remarquer que ce
filtre atténue trés fortement les fréquences situées en dehors de
la bande passante. De plus, Hy,(0) = Hp(0.5) = 0, comme
le laissaient prévoir les expressions 1 et 2.

2.2.2 Choix du filtre double dérivateur

Pour choisir le filtre double dérivateur, une premiere approche
consiste a utiliser un filtre qui n’est pas paramétré par la fréquen-
ce a estimer. Une telle approche n’est possible que dans certains
cas, mais elle permet de réduire de maniére conséquente le colit
de calcul de I’algorithme, puisque ce dernier ne fait alors appel
a aucun calcul de fonction trigonométrique.

Ainsi, pour des fréquences a estimer faibles par rapport a la
fréquence d’échantillonnage, on peut chercher les coefficients
du filtre & réponse impulsionnelle finie (RIF) qui a le méme

comportement a I’origine que le filtre idéal G(\) = 4mw2)\2.
Pour un filtre d’ordre N (donc de “longueur” N +1) de fonction
de transfert H(z) = Z,{LO hi 2~ % et de réponse fréquentielle
H()\) = H(z = €*™), la similarité des comportements s’ ob-
tient en imposant un point de contact d’ordre N en A = 0
entre les deux réponses fréquentielles souhaitée G(\) et obte-
nue H(\):

d"H arG

D 0) = T (0) pour n € [0,N] (3)
d"G _ 812 pour n =2
avec  —o 0) = { 0 sinon (€))

Ces relations conduisent & un systeme linéaire de dimension
N + 1, qui peut s’écrire sous la forme

- 2
S kthy = {_0
k=0

Les coefficients hj solution de ce syst¢me de Vandermonde
sont des nombres rationnels, qui peuvent étre calculés formel-
lement (voir [11], §15.5) ou numériquement par un algorithme
rapide (voir [10], p 187). Pour N = 5, on obtient par exemple :

pour n =2

sinon

&)

— _45 — 154 —  _214
ho = 12 hy = 12 hy = 12 ©6)
hy = 86 py o= -8 py o= 1

2 2
On obtient alors une réponse fréquentielle (voir figure 3.a) qui
présente un comportement proche du filtre idéal pour |A\| <
0.12, donc pour environ F, > 10 f. Lutilisation de filtres
d’ordre plus élevés ne semble pas justifiée, dans la mesure ol
leur comportement n’est pas significativement meilleur,

Par contre, si la fréquence a estimer présente des variations
importantes par rapport a la fréquence d’échantillonnage, il
est nécessaire d’utiliser un filtre paramétré par une fréquence
Ao autour de laquelle la réponse fréquentielle du filtre double
dérivateur utilisé doit étre la plus proche possible du gabarit
G(\) = 472 \2. Pour un filtre RIF d’ordre N = 2M + 1, cet
objectif peut étre atteint en imposant deux points de contact
d’ordre M en Ay et —\¢ entre la réponse fréquentielle du filtre
et le gabarit. Le systeéme d’équations linéaires obtenu, de di-
mension N + 1, est inversible si A\g # 0 (si Ay = 0, il faut
utiliser le filtre obtenu par les équations 3 et 4), et peut €tre
résolu formellement par pivot de Gauss. Par exemple, pour un
filtre d’ordre N = 5, de fonction de transfert et de réponse
fréquentielle

H(Z) = h0+h1 2’71 ++h5 2;75 (7)
H(\) = ho+h e ™ 4. +hse 07 (8)
ce principe conduit a imposer les 6 relations
H()\O) = H(—)\O) = G()\O) — 471_2)\%
H'(N) = —H(=X) = G'() = 82\
H'(N) = H'(-d) = G"(h) = &

qui forment un systeme linéaire de dimension 6, dont la solu-
tion est:

(1 + sin(6)?)0 — sin(P) cos(6)

hs = 25in(6)? ®
6 + sin(0) (11 — 12sin(F)?)hs

ha a 2sin(f) cos(h) (10)
0

hs = @)~ 4cos(B)hy —2(5 — 6sin(6)*)hs (11)
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hy = —4cos(8)hs — (10 — 12sin(6)*)hy
—4cos(8)(5 — 8sin(h)?)hs (12)
hi = —2cos(8)hs — (3 —4sin(h)*)hs
—4.cos()(1 — 2sin(6)?)hy
—(5—20sin(8)? + 16 sin(6)*)hs (13)
ho = 6% —cos()hy — cos(260)hs — cos(30)hs
—cos(40)hy — cos(50)hs (14)
avec § = 27w \g. On peut vérifier que pour \g = 1/4, on obtient
he = =2 b = 7 hy = —1% s
hy = % by o= -1 opy o= 1 )

2 1
qui constituent un nouveau filtre double dérivateur non-paramé-
tré, qui peut étre utilisé lorsque la fréquence a estimer est au
voisinage du quart de la fréquence d’échantillonnage. Les fi-
gures 3.b et 3.c présentent les réponses fréquentielles des filtres
obtenus respectivement pour A\g = 0.25 et \g = 0.175.

Les principales opérations nécessaires pour le calcul de ces
coefficients sont donc 1’évaluation de 8 = cos(6), v = sin(6),
~2, 3, ¥4, et trois divisions. Aucun autre calcul trigonométri-
que n’est nécessaire.

2.2.3 Choix de I’estimateur fréquentiel

Pour s’affranchir des problemes de division par zéro, I’esti-
mateur fréquentiel proposé calcule
0¥ yi[n — k] ys[n — K]

\/2
SIS by [n — kP2

avec 0 < a < 1, qui correspond a la minimisation du critére
quadratique J(A[n]) = Ejog o (yaln—k] =472 Xn)? y1 [n—k)) 2.
Cette expression permet également de “régulariser” 1’estima-
tion de la fréquence lorsque le signal est bruité. Elle est bien
stir calculée récursivement :

, (16)

S = % (17)
avec N[n] = aN[n—1]+yi[n]yz(n] (18)
Dn] = aD[n—-1]+wnn)? (19)

Le parametre o doit satisfaire un compromis entre la capa-
cité de poursuivre des variations rapides de fréquence et la di-
minution de la variance de 1’erreur d’estimation, qui dépend
du probléme a résoudre. Des essais expérimentaux ont permis
de constater que des résultats satisfaisants sont obtenus pour
a= 67271'A)\_

En supposant que y;[n] est un signal déterministe et que
ya[n] = (27)? y1 [n] +w[n], od w[n] est une séquence centrée
blanche et de variance o2, alors

472 +oco  k e
T2 ho OF Yiln—k)
Epor] = ¥ @21
B\ 2 too 2k e k12
Var [)\[n]z] 0% D ho @7 Y1ln—k] | )

N 2
472 (Zk:o?) akyy [n—k]z)

Mais lorsque le signal analysé z[n] est bruité, y; [n] et y2[n] ont
tous les deux des composantes aléatoires. L.’ étude des moments

statistiques de cet estimateur dans un contexte réaliste est donc
plus difficile, et doit faire I’objet d’une étude complémentaire,
s’appuyant notamment sur un travail précédant [6].

3 Elements d’appréciation

Pour illustrer succintement le principe de fonctionnement de
I’estimateur, la figure 4 présente les courbes des fréquences
instantanées (comparées aux fréquences instantanées exactes)
d’un signal a valeurs réelles, échantillonné & 5 kHz, constitué
de deux composantes a modulation sinusoidale de fréquence
(d’amplitude 1) et de deux composantes de fréquences cons-
tantes (et d’amplitude 0.5), noyées dans un bruit blanc d’écart
type 0.1. Cette figure montre les bonnes capacités d’estima-
tion et de poursuite de I’algorithme. L erreur d’estimation de la
composante a 500 Hz est due a I’utilisation d’un filtre double-
dérivateur a coefficients constants. Elle disparait lorsqu’on uti-
lise un filtre dont les coefficients sont recalculés a chaque ité-
ration. A titre de comparaison, la figure 5 montre une représen-
tation temps-fréquence (pseudo Wigner-Ville lissée) [9] de ce
méme signal. La figure 6 montre 1’évolution au cours du temps
de I’écart quadratique moyen (calculé sur 150 réalisations de
bruit) pour I’estimation de la fréquence d’une sinusoide bruitée
avec un RSB de 0 dB, avec A = 0.03, A\ = 0.006, A\ =
0.0025 ou AX = 0.001. Elle montre la rapidité de convergence
de I’algorithme proposé, qui semble inversement proportion-
nelle 2 A\, La figure 7 montre 1’évolution en fonction du RSB
de I’écart quadratique moyen au bout de 2000 points, dans ce
méme contexte. Cette figure montre un comportement satisfai-
sant de I’estimateur des que le RSB dépasse —10 dB.

4 Conclusion

Dans cet article, le principe d’un nouvel algorithme d’esti-
mation de fréquence a été présenté, étayé de quelques résultats
préliminaires encourageants. L'étude amorcée ici, dont la re-
productibilité et 1’accessibilité est facilitée par la disponibilité
de fichiers MATLAB [4], doit étre poursuivie par une évaluation
précise du cofit algorithmique de cet algorithme, par une com-
paraison avec des algorithmes similaires [7, 8, 12, 19], et par
une caractérisation statistique plus approfondie de cet estima-
teur.
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