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Résumé — L’identité de Yule, en statistiques, et la loi des cosinus, en trigonométrie sphérique, sont une seule et méme formule.
Cette observation fournit une interprétation géométrique nouvelle de la régression linéaire et, par conséquent, des algorithmes de

Schur et de Levinson-Szego.

Abstract — An old identity of G. U. Yule among partial correlation coefficients is recognized as being equal to the cosine law of
spherical trigonometry. This observation provides a new geometrical interpretation of (recursive) linear regression analysis and,
as a consequence, of the classical algorithms of Schur and of Levinson-Szego.

1 Introduction

En régression linéaire, on souhaite approximer, selon
le critére d’erreur quadratique moyenne (e.q.m.), une va-
riable aléatoire (v.a.) par une combinaison linéaire d’autres
v.a. Soit )?Jl" Pestimée de X; en fonction de {X;}7 et
)?Jl" = X; — )?Jl" Perreur d’estimation. Le coefficient
de corrélation partielle (ou parcor) de Xy et X, 41, étant
donné {X;}i,, est défini par py,, = [E((X1m)2)]~1/2
BE(X{mXEm) [B((XEm)?)] /2. T est borné par 1 en va-
leur absolue et est classiquement interprété comme le co-
efficient de corrélation entre Xy et X, 41, une fois que
Iinfluence de {X;}7—; a été soustraite. En 1907, G. U.
Yule [1] a montré que les parcors pouvaient étre calculés

récursivement :

1:in—1 1in—1 1:in—1
Pon+1 = Pon P+l

Pé:n 1=
ntl = :
1in—1 1in—1
V1= (62 1= (st
Il se trouve que cette formule classique est algébriquement
égale & la loi des cosinus en trigonométrie sphérique (TS):

cos A — cosa.— colsbcosc , (1)
sinb sinc
qui donne l'angle d’un triangle sphérique en fonction de
ses 3 cOtés (voir figure). Cette observation établit un lien
entre les statistiques et 'analyse des séries temporelles,
d’une part, et la TS (une branche de la trigonométrie),
d’autre part.

Le lien entre la TS et le domaine voisin du filtrage
adaptatif MCRR avait précédemment été établi [2]. En
fait, de telles analogies existent car les équations sont
établies a partir d’identités projectives. C’est ainsi qu’en
régression linéaire, on reconnait que ’e.q.m. & minimiser
est une distance, donc on applique le théoréme de pro-
jection orthogonale dans I’espace de Hilbert engendré par
les v.a. Introduire une nouvelle variable de régression re-
vient a réactualiser un projecteur, et on peut décrire le
probleme dans un espace engendré par 3 vecteurs. Mais 3
vecteurs de norme unité délimitent un tétraedre dans l’es-
pace, et établir des identités projectives dans le tétraedre

(OA, OB, OC) revient & établir des relations trigonométri-
ques dans le triangle sphérique (A, B,C) délimité par ce
tétraeédre (voir figure).

L’article est organisé de la fagon suivante. Dans le §2
nous introduisons brievement le formalisme projectif. Dans
l'optique du §3, nous passons a la régression sur n v.a.
{X;}?, et considérons des manipulations algébriques sur
la matrice de covariance Rjy., et sur son inverse. Nous
faisons le lien entre l’ajout (ou la soustraction) de v.a.
dans le probléme de régression, les compléments de Schur
(CS) sur Ry., et Rg,., et les lois des cosinus. Enfin au
83, nous nous placons dans le cas stationnaire. L’algo-
rithme de Schur (resp. de Levinson-Szegs) est essentiel-
lement constitué de 2 CS dans Ry.,, (dans Ry.}), et reoit
de ce fait une interprétation trigonométrique dans le tri-
angle sphérique (resp. dans le triangle sphérique polaire).
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2 CS dans Ry, / Ry, et TS

La connexion entre algorithmes de régression linéaire et
TS s’obtient par I'intermédiaire des CS, parce qu’algébri-
quement la récursion élémentaire avec pivot ty : t; ; —

-1 o . .
tij — tikly ylk,j, se ramene a une loi des cosinus par nor-

malisation par /% ; /% ;.

2.1 Parcors, projections récursives et TS

Nos résultats géométriques sont basés sur les propriétés
des projecteurs orthogonaux et peuvent donc étre for-
malisés dans un espace de Hilbert quelconque. Le cadre
naturel de cet article est cependant 1'espace IL* (Q,A,P)
des v.a. réelles, centrées, de carré intégrable, définies sur
(Q, A, P), muni du produit scalaire (X,Y) = E(XY).

Soit Ppq le projecteur orthogonal sur le s.e.v. de Hilbert
H(M) engendré par M, PM = I — Py, AM 1a projec-
tion de A sur H(M) et AM = A — AM. La notation X
signifie normalisation de norme unité: X = X(X,X)~ 1/2,
Soit A et B deux éléments de H \ {0} (resp. de H\ {M}).
Le coefficient de corrélation totale pa p (resp. partielle
pﬁ/}B) de A et B (resp. de A et B, relativement & un

s.e.v. commun M) est défini comme pa 5 = (A, B) (resp.
Considérons l'aspect récursif. Il est bien connu que
Ppoa=Pum+ Pry Piaa = Py — Py (2
Ces identités sont tres importantes en filtrage adaptatif
MCRR et de Kalman. A partir de (2), on obtient

BMA _ pM _ (EM, ZM)(ZM, ZM)—lgM , (3)
ce qui donne la relation utile
(BMA, B (BM BY) = (1= (pXp)) - (4)
Les relations de TS s’obtiennent & partir de la manipu-
lation de 3 résidus de projection. De (3) nous avons

(CHA B4 = (O, BY) (5)

(CM, AM)(AM, AM)=1(AM, BM)
En divisant par (5M,5M)1/2(§M,§M)1/2, et en utili-
sant (4), nous obtenons

MA ot — pEarX's ©)

Pc,p =
V1= (087 1= (X )?

qui est formellement égale & (1), aprés une identification
immédiate des variables.

Enfin, notons briévement que ce lien avec la TS peut
étre exploité en suivant la démarche adoptée en [2]. Cer-
taines formules se transposent en effet du cadre de la TS
a celui des statistiques. Cette facon de faire fournit de
nouvelles relations entre coefficients de corrélation par-
tielle, qui, bien que purement algébriques, ne sont pas
intuitives, ou permet d’interpréter géométriquement des
relations existantes. Par ex., la relation [1, formule (19)]:

M,B_M,C
/)CB +Pc,.a PaB (7)

\/1_ pCA \/1_ pAB

est la relation des cosinus dans le triangle polaire:
cosa = (cos A + cos BecosC)/sinB sinC .  (8)

2.2 CS dans Ry, et R,

Nous nous intéressons maintenant aux matrices de co-
variance et & leurs inverses. Soit donc Ry., la matrice
de covariance de Xo., = [Xo---X,]?. Nous allons utili-
ser des ensembles contigus d’indices et simplifions donc

NH({Xm}p<m<q) . o
les notations. Par ex, X; devient X7 et

—H Xyn m#r .
X; ((Xmbpmza) devient Xi[p'q]\T. Des notations similaires

sont adoptées pour les coefficients de corrélation. L’ordre
des exposants p et g a une signification XP9 T (et plus

,J
tard R}, v, PP et pi'l) se réduisent respectivement a
Xi, pig, R g, rw, Pz,j et pi; si p > q. De cette fagon la

notation unifie les cas total et partiel, qu’il n’y a pas lieu
de distinguer: un coefficient de corrélation totale est en
effet un coefficient de corrélation partielle d’ordre 0; une
remarque similaire s’applique plus loin aux CS (cf. Th. 1).

Nous rassemblons maintenant (et étendons quelque peu)
un certain nombre de résultats connus [3] [4] [5] [6] concer-
nant lexpression de Ry., (resp. de R, ,11) en fonction de
(resp. {XO" e o)
Lemme 1 Soit Ro., = (74,) j—g, €t s0it Po.py = R&}Z =
(Pij)ij—o- Alors V0 <i,j <mn,

rig = (Xi, Xj),

)’Zvi[O:n]\i X}O:n]\j
()?Z[Orn]\i,)?z[O:n]\i)’ ()?J[O:n]\j,jj[@n]\j)) '
Lemme 2 Soit Ry., = (rw)fj _o, ¢t s0it Py, = Ry: =
(Pij)ij—o- Alors V0 <i,j <mn,

Ti,5
— = (X, X)) = piy,

covariances des v.a. {X;}

pij = (

Di,j _ ()?Z[O:n]\i,XJLO:n]\j) _ _ Eo;n]\i,j_
VPiiPj,j ’

Rappelons que si M est partitionnée en avec A

AB
o)
inversible, alors le CS (M/A) de A dans M est défini par
(M/A) = D — CA~'B. Le théoréme suivant englobe et

généralise le lemme 2 (qui correspond au cas p = —1):
Théoréme 1 Soit RY? = ( TZO:JP )i j=ps1 (TeSD. PYP? —

(p?:J P i=pt1) le CS de Ro.p dans Ro., (de la sous-matrice
supérieure gauche [I,110]Po.n[I,+10]7, de taille (p+ 1) x
(p+1), de Py.,, dans Py.). AlorsVp,—1<p<n-—1, et
Vi, j,p+1<4,5<n,

1,7 0:p i,

_ oI — _plpFm\iyj

0:p O:p pZ’J ’ 0:p_0O:p p ¥
TiiTjg Pi i Pj
Le lien avec la TS est alors immédiat:

Corollaire 1 Apreés une normalisation adéquate, une éta-
pe de complémentation de Schur élémentaire (c.d.d. de
rang 1) sur RO (resp. sur PyY) s’identifie a la loi des
cosinus (1) (resp. la loi des cosinus dans le triangle po-
laire (8)):Vpe[-1,0,---,n—2], etVi,j €E[p+2---n],

: 0:p
Pij ~ Pip+1Ppti1,j

0: p+1
Pij
\/1 pz p+1 \/1 pp-l—LJ
[p+1:m]\i,j + [p+1m]\i,p+1 [p+1n]\p+1,j
p[p+2:n]\i7j _ 7] i,p+1 p+1,5
"I 1_ (i \z,p+1 1_ p+1 n \p+1,a)
pz,p-l-l ;D+17J
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3 Application aux algorithmes de
Schur et de Levinson-Szego

Nous identifions désormais { X; }1 , & {X;—i}1", ou { X4,
t € Z} est un p.a. SSL a temps discret. Ry, est donc
Toeplitz, et nous posons 7; ; = r;—;. Les parcors vérifient
aussi une propriété d’invariance temporelle: Vi, j, k, p,q €
Zap <4q ] Q/ {pa o ',Q}; pzp,jq = pzp-tlfjills Parmi 'en-
semble des parcors, la fonction {p(p) = péig_l}pem* (avec
p(1) = po.1) est la fonction d’autocorrélation partielle du
processus. Notre but est de donner une interpétation, en
termes de géométrie sphérique, de 2 algorithmes de calcul
de cette fonction, I’algorithme de Schur et 1’algorithme de
Levinson-Szegd.

Ces algorithmes sont bien connus dans la communauté
signal en tant qu’algorithmes de prédiction / interpolation
linéaires ; pourtant ils sont originellement issus de disci-
plines différentes, ainsi que nous le rappelons brievement.

3.1 un bref historique

En 1917, Schur a développé un algorithme récursif pour
tester si une fonction donnée S(z) = Y77, sk2" était
analytique et bornée par 1 dans le disque unité [7]. De
telles fonctions sont caractérisées par une séquence de pa-
rameétres de module inférieur & 1 (les parameétres de Schur)
qui sont calculés récursivement a partir des coefficients sy
par un algorithme élégant. Or Caratheodory et Toeplitz
ont montré que C(2) = co+2 o, cx2” est analytique et
de partie réelle positive pour |z| < 1 si et seulement si les
formes de Toeplitz ZZ]’:O a;bjcj—;, avec c_ = c, sont
positives pour tout n. Soit

C(z)—co 1+5S(z)
)+ e “©T"5c 0 @

puisque |S(z)| < 1< Re(C(z)) > 0, lalgorithme de Schur
permet implicitement de tester si une forme de Toeplitz
est positive.

D’autre part, les formes de Toeplitz ont été étudiées
indépendamment par Szegd, qui a été amené a introduire
un ensemble de polynémes orthogonaux par rapport a
une mesure positive sur le cercle unité. Ces polyndmes
obéissent & des récursions [8] o interviennent des pa-
rametres de module inférieur & un, qui plus tard ont été
reconnus comme étant égaux aux parametres de Schur [9].

Dans les années 1940, les formes de Toeplitz ont connu
un nouvel engouement du fait de leur occurrence naturelle
dans la théorie de la prédiction et de l'interpolation des
p.a. stationnaires qui se développait alors [10, ch. 10] [11].
En travaillant sur la solution de Wiener du probléme de
prédiction a temps continu, Levinson a proposé un algo-
rithme [12] dont les récursions ne sont autres que celles de
Szegd.

Ces algorithmes héritent de ’environnement naturel des
disciplines mathématiques dont ils sont issus. Ils ont donc
une interprétation naturelle classique en termes de geomé-
trie non euclidienne hyperbolique (cf. §3.2). Du fait de leur
lien avec la prédiction linéaire, ils recoivent également une
interpétation géométrique nouvelle, en termes de trigo-
nométrie sphérique (cf. §3.3).

S(z) = — ()=

3.2 Interpétation géométrique non eucli-
dienne (hyperbolique) classique
Prenons le cas de 'algorithme de Schur. Les transfor-
mations homographiques (ou de Mébius, ou linéaires frac-
tionnaires) sont les fonctions:
, az+b
Z2— 2 =
cz+d

a b | . .
, M = [ ¢ d ] inversible ;  (10)

une propriété bien connue de ces fonctions est qu’elles

transforment tout cercle du plan complexe (de rayon fini

ou non) en un autre cercle de € (de rayon fini ou non).
L’algorithme de Schur, qui consiste en la récursion

1 Sp(z) = Sp(0)

Sp(z) = Spy1(z) = ; W )

(11)
est fondé sur les propriétés du sous groupe des transfor-
mations homographiques qui préservent le cercle unité,
c’est-a-dire des transformations de la forme:

0 2 —

!
= , <1, 12
= (12)
associées a ’ensemble des matrices J-unitaires
0 _ 1
Mol € 0 1_ a| 1 , (13)
0 1 —a 1 /1-[a |2

c’est-a-dire vérifiant MH JM = J avec J = diag(1, —1).

Or les transformations homographiques (12) sont des
fonctions holomorphes treés particulieres, aux nombreuses
propriétés. En particulier, elles jouent un role fondamental
en géométrie non euclidienne de Lobachevski. Le cercle
unité est en effet un modele euclidien du plan hyperbolique
H; (que ce soit le modele conforme ou celui de Klein-
Beltrami) [13] [14], dont les isométries sont précisément
les transformations (12) [15] [16]. Cette géométrie est donc
un cadre naturel de l’algorithme de Schur [17].

3.3 Interprétation géométrique non eucli-
dienne (sphérique) nouvelle

Cette interprétation provient du lien (via les formes de
Toeplitz définies positives) entre 1’algorithme de Schur et
la prédiction linéaire (cf. §3.1). Pour cette application de
prédiction linéaire, la récursion (11) est initialisée via (9)

par
riz+rez? 4

ro+riz4rez? 4+

Dans ce cas, le parametre de Schur S, (0) est égal au coefli-

SO(Z) =

cient de corrélation partielle péig_l. Ecrivons D’algorithme
sous forme vectorielle [18]: pour p > 1,

0
0 1 Up 0
1 _Sp(o) : :
= : 14)
“113—1 U'Sfi —S,(0) 1 u’; U/; (

avec u) = rg et uf = v = r; pour i > 0.

Du point de vue de la théorie de I’interpolation, la p
étape (14) de l'algorithme incorpore la nouvelle donnée 7,

eme
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dans le probleme d’extension de la fonction de covariance.
Cette incorporation progressive des contraintes d’interpo-
lation 72, - - -, 7y, - - - correspond a l'incorporation progres-
sive des v.a. X¢_1, -+, Xt—pt1, -+ dans le probléeme de
prédiction linéaire, et donc a la réactualisation progressive
du projecteur associé (ceci n’est autre que l'interprétation
classique de I’algorithme en termes d’orthogonalisation de
Gram-Schmidt [19]). En effet, pour k£ > 0, les 2 récursions
de la ligne numéro k de (14) sont 2 occurrences couplées
de la méme identité (5):

t—pt+lit—1 tp+1t 1 t—ptlit—1 t—pt+lit—1
(Xt —p—k X ) (Xt —p—Fk X )
(Xt p+lit—1 Xt L=l
(Xt SFTE=T XopTLEeT)
(Xt p+lit—1 Xt—p+1-t—1) bop
1
Xt pTLE—1 Xt PFTE=T)

1 1:t t t—1 t—p:it—1
= Xtt §+ktaXtt 5+ ) (Xt 5 k aXt " )} (15)

Les équations (15) sont des récursions de type CS dans

1:p—1 def Tt—p+lit—1 Tt—p+1lit—1
Ryy = (X527 , X5 ) )7

i i—o- Le lien avec

la TS résulte immédiatement du §2:

Théoréme 2 Aprés une normalisation adéquate, une éta-
pe élémentaire de l’algorithme de Schur s’identifie a la loi
des cosinus (1):Vp>1, et Vk >0,

|:p1p 1 plp 1}{ 1 —P;,p_ll 1
otkp * Pptk,0 1:p—1 i ——
“Pop 1= (poy )?
0: 1 1:p—1 1: 1 1
[ Potkp\/ L= (Pyik0)® s Ppikoy/ T — (P Fhp)? }

Pour finir, disons brievement que le role joué par { X }7_,
dans l'algorithme de Schur peut étre mis en parallelle avec
celui joué par {X [0:n \k} k=0 dans ’algorithme de Levinson-
Szegd. On montre alors que, convenablement normalisé,
I'algorithme de Levinson-Szego décroissant en ordre (resp.
croissant en ordre) s’identifie & la loi des cosinus dans le

triangle polaire (resp. la formule polaire des 5 éléments).

4 Quelques remarques en guise de
conclusion

Nous savons depuis Klein que les géométries non eucli-
diennes hyperbolique et sphérique forment, avec le modele
euclidien, les 3 seules géométries projectives a courbure
constante. Or les algorithmes de Schur / Levinson-Szego
s’'interprétent dans ces deux géométries non euclidiennes,
ce qui peut sembler contradictoire. Une réconciliation est
possible au travers du lien, connu depuis Gauss, entre cer-
taines transformations homographiques (10) (celles pour
lesquelles M est unitaire) et les rotations sur la spheére.

En effet, ce lien est classiquement établi grace a la pro-
jection stéréographique qui identifie le plan complexe (aug-
menté du point oo), assimilé & R? et immergé dans IR,
& la sphére de rayon 1 et de centre 0 [15] [16]. Mais ces
relations purement algébriques sont valables dans tout es-

pace de dimension 3, et donc, par ex., dans celui engendré
par les 3 v.a. X!~ plie-1 Xt §+1t v Xf §+,1t , dont
la manipulatlon forme le coeur des récursions de Schur.
Des remarques similaires s’appliquent a l'algorithme de

Levinson-Szegd.
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