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R�esum�e { Les images obtenues sur des ampli�cateurs de brillance sont distordues par les champs magn�etiques. Lorsqu'on

souhaite utiliser les ampli�cateurs de brillance pour faire la reconstruction 3D des coe�cients d'att�enuation d'un patient �a partir

de ses projections radiologiques 2D, il faut corriger dynamiquement les images car la distorsion d�epend de l'orientation et de la

position du d�etecteur dans l'espace. Nous proposons un nouveau sch�ema de mire de calibrage exploitant les propri�et�es spectrales

de la transform�ee en rayons x d'une fonction standard. Cette approche nouvelle permet de laisser la mire de calibrage sur le

d�etecteur sans perdre d'information lors des mesures. La m�ethode permet alors d'obtenir une reconstruction 3D telle que celle

obtenue en l'absence de la mire.

Abstract { Image intensi�ers su�er from geometric distorsions due to the magnetic �eld surounding the sensor. The quantitative

3D reconstruction from x ray projections obtained on image intensi�ers implies the dynamic calibration of the data. In this paper

we show that spectrum properties of the x-ray transform can be exploited in order to design markers calibration schemes that

avoid the loss of information. The great advantage of this approach is that the calibration markers can stay on the detector

without any lost of information: they are invisible in the reconstruction �eld.

1 Introduction

Les ampli�cateurs de brillance sont couramment em-
ploy�es dans des syst�emes d'imagerie X m�edicale. En angio-
graphie, des syst�emes rotationnels dynamiques permettent
d'acqu�erir une multitude de radiographies des vaisseaux
sanguins (avec des produits de contraste) sous des angles
di��erents, ce qui permet une reconstruction tridimension-
nelle de l'arbre vasculaire c�er�ebrale [6, 2]. En salle d'op�era-
tion, les ampli�cateurs de brillance sont utilis�es dans des
syst�emes d'imagerie interventionnels. Ils permettent de lo-
caliser des organes (en g�en�eral des structures osseuses),
des outils ou des �el�ements de proth�eses. A�n d'obtenir
des informations quantitatives �a partir des ampli�cateurs
de brillance, il faut calibrer le syst�eme source-d�etecteur.
Une des principales di�cult�es dans l'utilisation des am-
pli�cateurs de brillance vient des distorsions induites par
les champs magn�etiques. Le calibrage et la correction de
distorsion peuvent être e�ectu�es grâce �a l'utilisation d'une
mire contenant des marqueurs radio-opaques (en g�en�eral
des billes d'acier), voir [1]. Une fois le syst�eme calibr�e, la
mire est supprim�ee de la sc�ene et une radiographie peut
être faite. Cette approche est r�ealiste pour une utilisation
statique du syst�eme d'imagerie ou pour un faible nombre
de projections. Cependant, si le syst�eme est utilis�e pour
de l'imagerie 3D, c'est �a dire pour une reconstruction des
densit�es volumiques �a partir d'un grand nombre de ra-
diographies, une correction dynamique de cette distorsion
magn�etique doit être envisag�ee. En e�et, le syst�eme d�e-
crit une trajectoire autour du patient. Or, la distorsion
di��ere selon la position et l'orientation de l'ampli�cateur

de brillance dans le champ magn�etique pr�esent lors de la
mesure.
Dans cet article, nous proposons la conception d'une

mire de calibrage qui, bien que pr�esente dans chaque pro-
jection, n'enl�eve quasiment aucune information au sens de
Shannon. Pour cela nous utilisons les propri�et�es spectrales
de la transform�ee en rayons X : une distribution e�cace
des marqueurs permet une interpolation quasi-exacte des
donn�ees masqu�ees. Des techniques de Fourier rapides sont
mises en place pour le calcul de l'interpolation.

2 Spectre des mesures

Soit K le support essentiel de la transform�ee de Fou-
rier d'une fonction multi-dimentionnelle g �a �echantillon-
ner (pour simpli�er prenons g 2 S(IRn)) ; la condition
de non recouvrement de Shannon associ�ee �a l'�echantillon-
nage suivant le sch�ema engendr�e par la matrice non sin-
guli�ere W , c'est �a dire l'ensemble discret fWl; l 2 ZZng,
est que les translat�ees de K suivant le sch�ema r�eciproque,
K + 2�W�1tl; l 2 ZZ2 sont sans recouvrement. Alors la
fonction g peut-être estim�ee en tout point par la formule
d'interpolation de Fourier

(SW g)(y) = (2�)�n=2j detW j
X
k2ZZn

g(Wk)�̂K(Wk � y)

(1)
avec l'erreur d'interpolation major�ee par

jjSWg � gjj1 � 2(2�)�n=2
Z
� 62K

jĝ(�)jd�:



Ainsi, si l'ensembleK poss�ede des propri�et�es g�eom�etriques
particuli�eres, nous pouvons les exploiter dans le choix de
la matrice d'�echantillonnage W . Nous cherchons W qui
satisfait les conditions de Shannon de la mani�ere la plus
compacte possible a�n de produire un �echantillonnage plus
e�cace. En particulier, si le sch�ema d'�echantillonnage im-
pos�e par le d�etecteur est intrins�equement redondant, nous
pouvons positionner les marqueurs de calibrage dans une
partie redondante du sch�ema. Ainsi, aucune information
n'est perdue au sens de Shannon (on perd seulement du
rapport signal sur bruit). Or, il est bien connu en tomo-
graphie que les op�erateurs de Radon 2D ou la transform�ee
en rayons X en 3D restreinte au cercle unit�e, poss�edent
des spectres dont la g�eom�etrie permet un �echantillonnage
entrelac�e [8, 7]. En e�et, en tomographie 2D nous devons
�echantillonner

g(�; s)
def
= =

Z 1

�1

f(s� + t�)dt (2)

o�u � = (cos �; sin�) et � = (� sin�; cos�). La transform�ee
de Fourier de g est d�e�nie par

ĝk(�) =
1

2�

Z 2�

0

ĝ(�; �)e�ik�d� (3)

avec

ĝ(�; �) =
1p
2�

Z 1

�1

g(�; s)e�i�sds:

On peut montrer [8, 7], que lorsque la fonction f est es-
sentiellement limit�ee �a la fr�equence b, c'est �a dire

Z
j�j>b

jf̂ (�)jd� <<
Z
IR2

jf̂ (�)jd�

alors K2 est le support essentiel de ĝk(�), voir la �gure 1.
AinsiWI la matrice du sch�ema entrelac�e satisfait la condi-
tion de Shannon deux fois plus e�cacement que la matrice
du sch�ema standard correspondant (detWI = 2detWS) :

WS =

�
h1 0
0 h2

�
;WI =

�
2h1 �h1
0 h2

�
; (4)

avec h1 =
�
p ; h2 = 2=q o�u p 2 IN est le nombre de projec-

tions sur [0; �) et q est le nombre de translations sur un
diam�etre du disque de mesure (dont le rayon est normalis�e
�a 1 ici). Les conditions d'�echantillonnage sont v�eri��ees si p
est l�eg�erement sup�erieur �a �=2q = b, voir [7] et la �gure 1.

Dans [4], ces r�esultats sont g�en�eralis�es en tomographie
3D : nous montrons que le support essentiel de la trans-
form�ee de Fourier de la transform�ee en rayons X g(�; s; t)
d'une fonction essentiellement b bande limit�ee f 2 C1

0 (
)
est essentiellement limit�e �a K3 (voir �gure 2) avec

g(�; s; t) =

Z 1

�1

f(s� + te3 + u�)du;

restreinte �a � 2 S1 (le cercle unit�e), 
 est le cylindre
unitaire de IR3, � 2 [0; 2�], � = (� sin �; cos�; 0), � =
(cos �; sin�; 0), e3 = (0; 0; 1), s 2 [�1; 1], t 2 [�1; 1]. Cette
g�eom�etrie correspond �a un d�etecteur 2D tournant autour
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Fig. 1 { [
�Echantillonnage de la transform�ee de Radon en 2D]
�Echantillonnage de la transform�ee de Radon en 2D : dans
l'espace de Fourier K2 est l'ensemble en gris. Le sch�ema
entrelac�e r�eciproque engendr�e par (W�1

I )t (droite) est
presque deux fois plus e�cace que le sch�ema standard r�e-
ciproque engendr�e par (W�1

S )t (gauche).

Fig. 2 { Gauche : visualisation 3D de K3 : en dehors
de cette isosurface, jĝk(�; � )j est n�egligeable. Centre et
droite : Non recouvrement hexagonal entrelac�e des en-
sembles K3+2�W�t

IH l : K3 est contenu dans l'intersection
de deux cylindres perpendiculaires de base respective K et
l'hexagone H.

de l'objet mesur�e avec une source �a l'in�ni. Ici encore les
grilles standard sont redondantes : les sch�emas entrelac�es
restent 2 fois plus e�cace et nous proposons dans [4] un
nouveau sch�ema hexagonal entrelac�e 4=

p
3 fois plus e�-

cace qu'une grille standard.

3 Application

En g�en�eral, les sch�emas d'�echantillonnage standard uti-
lis�es sont redondants. Notre id�ee est simplement de poser
les marqueurs de calibrage sur des points redondants du
sch�ema.

3.1 Interpolation exacte

Les points recouverts peuvent être estim�es par interpo-
lation de Fourier �a partir des points de mesure dans un
sch�ema e�cace. L'int�erêt de cette approche est qu'elle per-
met de r�eutiliser les codes d�evelopp�es pour les g�eom�etries
r�eguli�eres. Nous illustrons cette approche en 2D (g�en�era-
lisable en 3D) dans le cas extrême o�u la moiti�e des points
du sch�ema standard sont recouverts par des billes de cali-
brage (dans une g�eom�etrie entrelac�ee). Nous cherchons �a
calculer g(WS l); l 2 ZZ2 �a partir de g(WI l); l 2 ZZ2. Consi-
d�erons la transform�ee de Fourier de (1) (avec W = WI)

ĝWI (�) = (2�)�1j det(WI)j
X
k2ZZ2

g(WIk)e
�i��WIk�K(�):

(5)



A�n d'utiliser la transform�ee de Fourier rapide, nous vou-
lons utiliser (5) pour calculer ĝWI (�l) avec

�l = 2�N�1W�1
S l; l 2 ZZ2: (6)

Un calcul montre que (5) peut s'�ecrire

ĝWI (�l) = (2�)�1j det(WI)j�K(�l)�P
m2ZZ2 g

�
WI

�
1 1
0 2

�
m

�
e
�2i�

�
l1m1

n1=2
+
l2m2

n2=2

�
+

P
m2ZZ2 g

�
WI

�
1 1
0 2

�
m +WI

�
0
1

��

e
�2i�

�
l1m1

n1=2
+
l2m2

n2=2

�
e
�2i�

�
l2

n2=2
�

l1
n1=2

��
:

(7)
Ainsi ĝWI (�l) peut-être calcul�e �a partir de deux FFT de
dimension (n1=2; n2=2), chacune respectivement sur les
points de grille 2WSZZ

2 et 2WSZZ
2+WS(�1; 1)t. En e�et

WI(m1 +m2; 2m2) = 2WS(m1;m2)

et
WI (0; 1) = WS (�1; 1):

Les valeurs de gWI (WSk) sont obtenues par transform�ee
de Fourier inverse sur la grille 2D de points ĝWI (�l).

Fig. 3 { De gauche �a droite : marqueurs entrelac�es (voir
le zoom �a droite) dans un sinogramme de p = 202 pro-
jections sur [0; �[ de q = 128 �echantillons ; interpola-
tion de Fourier �a partir des donn�ees entrelac�ees ; sino-
gramme standard correspondant ; zoom d'une partie du si-
nogramme de gauche. Nous pouvons constater que l'inter-
polation de Fourier procure d'excellentes estimations des
donn�ees manquantes.

Dans la Figure 3 nous montrons un exemple num�erique
de l'interpolation de Fourier bas�ee sur (7). Cette approche
peut-être g�en�eralis�ee en 3D.

3.2 Reconstruction 3D

3.2.1 Id�ee et exp�erimentation num�erique

Nous pouvons, encore plus simplement, reconstruire la
fonction mesur�ee f �a partir des points de mesures moins

Fig. 4 { En haut de gauche �a droite : objet �a recons-
truire ; reconstruction �a partir de 90 projections avec des
marqueurs entrelac�es (60 � 50) sur [0; �] ; reconstruction
�a partir de 90 projections sans marqueurs de calibrage.
Seconde ligne : coupes correspondantes. Derni�ere ligne �a
gauche : projection paire avec des marqueurs de calibrage.
Derni�ere ligne �a droite : projection impaire avec des mar-
queurs de calibrage translat�e. Les reconstructions avec ou
sans marqueurs de calibrage ont la même qualit�e.

les points de mire (se trouvant dans une partie redondante
du sch�ema). Nous illustrons ceci dans la �gure 4 en pro-
posant une reconstruction par une m�ethode alg�ebrique :
discr�etisation de f en voxels et r�esolution du syst�eme li-
n�eaire associ�e aux moindres carr�es r�eularis�es (par l'�ener-
gie du Laplacien) par un gradient conjugu�e (le param�etre
de r�egularisation est choisi automatiquement par valida-
tion crois�ee stochastique, voir[5]). Le r�esultat th�eorique du
spectre de la transform�ee en 3D n'est �etabli que pour une
g�eom�etrie parall�ele, mais on constate num�eriquement que
l'entrelacement de spectre reste possible en conique d�es
que le rayon du cercle de source est su�samment grand
(en pratique, au del�a de 2 fois celui du domaine reconstruit
semble su�re).

3.3 Exp�erimentation sur des donn�ees r�eelles

Dans la �gure 5 nous pr�esentons la reconstruction d'une
vert�ebre install�e dans un syst�eme d'angiographie rotation-
nel. Les acquisitions ont �et�e obtenues dans un syst�eme
Neurostar de SIEMENS intall�e au service de neuroradiolo-
gie du CHU de Grenoble (Professeur Lebas) avec l'amicale
collaboration du docteur Bessou. Pour faire cette exp�eri-
mentation, nous disposions d'une mire de calibrage com-
pos�ee d'une grille 2D de billes. La g�eom�etrie de mesure
�etait conique mais la distance de la source �a l'objet me-
sur�e �etait de l'ordre de 7 fois son diam�etre (�a partir d'ex-
p�erimentation num�eriques, nous avons consid�er�e que les
conditions d'�echantillonnage parall�ele s'appliquent en pra-
tique dans ce contexte). Le plan de rotation de la source
�etait horizontal. Le faible nombre de projections retenu
pour l'exp�erience (60 projections) �etait compatible avec



la taille des billes sur l'image. Plus pr�ecis�ement, la r�eso-
lution retenue dans chaque projection fut de 113 pixels
dans la direction horizontale et de 51 pixel dans la direc-
tion perpendiculaire. La taille du pixel �etait l�eg�erement
sup�erieure �a celle de la bille. Dans un premier temps les
projections suivants des angles pairs ont �et�e mesur�ees avec
la mire de caliblage �x�ees de telle sorte que les billes de
calibrage soient dans des positions paires suivant l'�echan-
tillonnage dans la direction horizontale. La mire a �et�e en-
suite d�eplac�ee de telle sorte que les billes ont occup�e une
position impaire. Puis les projections impaires ont �et�e ac-
quises. Nous pr�esentons dans 5 une reconstruction �a partir
des toutes les donn�ees non recouvertes par une bille. Le
sch�ema de points de mesure restant est toujours redon-
dant et conduit �a une reconstruction homog�ene ne conte-
nant pas d'artefacts. On remarquera que les 113 points
de mesures suivant la direction horizontale nous auraient
permis de consid�erer plus de 60 projections en g�eom�etrie
parall�ele (en pratique de l'ordre de 180).
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Fig. 5 { En haut �a gauche : projection paire avec des billes
de calibrage; En haut �a droite : projection impaire avec
des billes de calibrage translat�ees; Au centre �a gauche et
�a droite : respectivement apr�es la correction de distorsion;
En bas, reconstruction de la vert�ebre �a partir de 60 projec-
tions 113 � 61 sur [0; �] avec des marqueurs de calibrage
dans une g�eom�etrie entrelac�ee.


	numero: 
	gretsi: Dix-septième colloque GRETSI, Vannes, 13-17 septembre 1999


