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Résumé — Le but de ce papier est de discuter de la notion d’interaction non linéaire entre échelles. Cette notion est fondamentale
pour ’étude de problemes en physique non linéaire, comme par exemple I’étude de la cascade d’énergie en turbulence pleinement
développée. La discussion est centrée autour de la définition de représentation temps-multiéchelle. Une réponse simple, appelée
biscalogramme, met en lumiere les difficultés levées par la notion d’interaction entre échelle. Nous illustrons ce point par quelques
simulations. De plus, deux classes générales différentes sont proposées, la premiere fondée sur des propriétés de covariances affines,
la seconde par des propriétés d’invariance-covariance.

Abstract — The aim of the paper is to provide a discussion on the notion of nonlinear interaction between scales. This notion
is extremely important in the study of nonlinear physical phenomena, such as the study of the energy cascade in fully developed
turbulence in fluids. The discussion is centered on the temptative definition of higher-order time-multiscale distributions. A simple
answer which we call the biscalogram enligthens the main difficulty arising in our attempt to define nonlinear interactions between
scales. Some simulations illustrate that point. Furthermore, two different classes of higher-order time-multiscale distributions
are proposed, the first one based on a set of affine covariance properties, the other on a set of invariance-covariance properties.

1 Motivations

Une image traditionnelle de la turbulence est la cascade
de Richardson, dans laquelle les gros tourbillons se cassent
pour donner naissance a de plus petits, qui se cassent a
leur tour...Dans cette vision, 1’énergie se transfere des
objets de grandes tailles vers les objets de petites tailles.
De plus, le mécanisme de tranfert d’énergie, encore tres
mal compris, est géré par 1’équation fortement non linéaire
de Navier-Stokes. L’étude de cette cascade revient donc a
examiner des interactions non linéaires entre des struc-
tures vivant a des échelles différentes. Pour introduire la
notion d’échelle, les physiciens utilisent les incréments d’un
signal, et depuis récemment, la théorie des ondelettes.

Les ondelettes ont montré leur efficacité pour ’étude
des signaux fractals puis multifractals. Pour ’estimation
de la dimension fractale d’un signal, des analyses statis-
tiques d’ordre 2 effectuées sur les coefficients en ondelette
suffisent. Par contre, ’analyse de signaux multifractals
nécessite 'utilisation de statistiques d’ordre supérieur. Les
multifractals aléatoires sont fondamentalement non gaus-
siens. Caractériser un signal multifractal peut par exemple
passer par I’étude des statistiques E[T'O(a, t)?], ot TO(a,t)
est le coefficient en ondelette du signal & 1’échelle a et au
temps t. Le comportement de la statistique en fonction
de a et de g renseigne sur la multifractalité. Toutefois,
ces quantités sont des statistiques a un point, et ne per-
mettent pas ’étude des liens statistiques éventuels entre
échelles. Le but de ce papier est de proposer une réflexion
sur ce theme et de développer quelques outils susceptibles
de répondre & la question.
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Un autre point de vue, moins pragmatique, consiste &
généraliser les techniques d’ordre 2 aux ordres supérieur.
Si cette généralisation est maintenant bien établie dans le
cadre des signaux stationnaires, un effort reste a fournir
dans le cas non stationnaire. Nous illustrons ce fait sur la
figure (1). A ordre 2, les représentations temps-fréquence
covariantes par translations constituent la classe de Co-
hen, et les représentations temps-échelles covariantes par
translations (des groupes concernés) définissent la classe
affine, d’intersection non nulle avec la classe de Cohen
[1, 2]. On montre de plus que ces deux classes peuvent
étre générées a ’aide de la représentation de Wigner-Ville
via des transformations ad-hoc. La classe de Cohen a été
généralisée aux ordres supérieurs pour conduire a une classe
générale des représentations multilinéaires temps-multifré-
quence [3, 4]. Par contre, la généralisation de la classe af-
fine & une classe de représentations multilinéaires temps-
multiéchelle reste & faire. Nous donnerons dans ce pa-
pier des tentatives de constructions mais sans apporter
de réponses définitives.

La construction de représentations temps-multiéchelle
est tres difficile pour la simple raison que la notion d’inter-
action non linéaire entre échelles est trés mal ou pas com-
prise. Ce fait sera illustré dans le paragraphe 2, ot nous
proposons une premiere solution appelée biscalogramme.
Les deux paragraphes suivants proposent des classes gé-
nérales fondées sur des covariances et invariances de type
affine. Dans toute la suite, nous nous limiterons & ’ordre
3, 'extension aux ordres supérieurs ne posant pas de pro-
blemes plus difficiles.
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2 Biscalogrammes

Une premiere définition possible de distribution du troi-
sieme ordre, temps-bifréquence, peut étre obtenue par une
généralisation brutale de la définition du bispectre sta-
tionnaire. En se rappelant que le bispectre de signaux
aléatoires examine les interactions statistiques entre trois
fréquences vy,vs and vy + v et leurs phases respectives
(conditions de résonance), la définition du bispectrogram-
me est By (t,v1,v2) = Sy (t,v1)S: (¢, v2)Sk(t,v1 +1v2) o1 S,
est la transformée de Fourier & court terme [4]. Pour des
signaux aléatoires non stationnaires, cette définition doit
s’entendre en termes de moyenne d’ensemble.

Définir un distribution temps-biéchelle peut s’effectuer
de la méme maniere & l'aide de la transformée en onde-
lette. Toutefois, les conditions de résonance a trois fré-
quences que cherche un bispectre ne sont pas définies clai-
rement en termes d’échelle. Cette remarque nous conduit
& introduire une fonction f(a1,as) des échelles a; et as
appelée “fonction d’interaction entre échelles”. Le bisca-
logramme est alors défini par

SCx (t, at, CLQ) = WTx (t, al)WTx (t, GQ)WT; (t, f(al, 0,2))

Le choix de f est restreint aux fonctions permettant au
biscalogramme de vérifier les propriétés de covariances af-
fines souhaitées

SCy(t—r)(t,a1,0a2) SC(t —7,a1,a2)

SCa(, 22, %2)

) )
a a a

SCyt/ay/valtsar,as)

La transformée en ondelette respecte ces covariances, et
on établit alors facilement que le biscalogramme vérifie les
covariances si et seulement si f est solution de 1’équation
homogene de degré -1 [6]

ap a2

f(—,—)

a a

flai, a2)

a

(1)

Les solutions de cette équation sont du type f(ai,as) =
a1l($2), azk($2), dont les moyennes d’ordre a,

falar,az) = (Bal + fmg)l/a

sont solutions. Le choix de a = —1 conduit & la définition
de la moyenne harmonique, qui permet de retrouver 'in-
terprétation de 1’échelle comme inverse de la fréquence.
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Signal y, échelle pure 2

Signal z, échelle pure 3

Signal x=y*z

Fia. 2: Signauz “échelle pure” intéragissant quadratique-
ment.

Bien que la simplicité d’une telle approche puisse ap-
paraitre séduisante, elle conduit & de nombreuses diffi-
cultés d’interprétation de SC,. En effet, si le bispectre
permet de détecter les couplages de phase quadratiques,
I’interprétation physique de la présence de valeurs signifi-
catives dans SC; reste peu claire; I'interaction non linéaire
de deux fréquences fait apparaitre de nouvelles fréquences
dans le spectre, alors que l'interaction de deux ondelettes
n’admet en général pas de représentation simple dans la
méme base d’ondelettes.

Pour illustrer ce fait, nous présentons sur la figure (2)
deux signaux “échelle pure” y et z. Ces signaux ne vivent
qu’a une échelle, i.e. leurs coefficients de détails dans une
décomposition en ondelettes orthogonales sont nuls sauf
& une échelle (dans ’exemple, y et z sont respectivement
aux échelles 2 et 3, et leurs détails sont des bruits blancs
gaussiens indépendants).

Le signal z = yz est alors créé pour illustrer une in-
teraction quadratique entre échelles. La décomposition en
ondelettes de x est dévoilée figure (3) —les ondelettes uti-
lisées en analyse et en synthese sont des Daubechies 9—.

Cette petite illustration permet de mettre en lumiere
nos difficultés par rapport au biscalogramme :

- I'interaction quadratique entre deux échelles pures don-
ne naissance & un signal vivant sur une large gamme d’échel-
les (figure 3).

- L’equation (1) permet de décrire un type d’interaction,
mais ne permet pas de décider si une échelle provient d’une
interaction non-linéaire ou si elle pré-existe.
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Fia. 3: Coefficients en ondelette du signal x provenant
de Uinteraction quadratique entre deux signaux “Echelle
pure”.

3 Classe affine d’ordre trois

Une représentation temps-biéchelle est une forme tri-
linéaire du signal analysé z(t) et s’écrit génériquement se-
lon

Tx(t7a17a2) = (2)
/ k(t,a1,a2;u1,us, us)x(ur )z (u)x(us)dur dusdus

Une telle généralité est inexploitable, mais peut étre réduite
en imposant des propriétés souhaitables. Nous imposons
ici les propriétés de covariances affines

Tz(tfr) (taaflaa'Q) = T$(t -7, 0'170'2) (3)

i)

’ ’
a a a

Toit/ay)va(tsar,as) =

La propriété (3) de covariance par translation temporelle
contraint le noyau k a satisfaire

k(t+ 7,a1,a2;u1 +Tyus + Tyus +7) =
k(t,ar, az;ur, us, u3) , V7
qui montre que k est intrinsequement de dimension 5 sous

cette covariance. On pose

1
51 :t—ggui,tgzul—u&tg:uz—w
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et il existe alors une fonction [ telle que

Tz(t, ai, a2) =
/l(al,0,2;t1,t2,tg)ib”(ul)CU(’LLQ)CU(U3)dU,1dU,2dU,3
La covariance par dilatation/compression (4) impose alors
1
lar, a0t = 3 Zui,ul — ug, Uy —u3) =

1 Ui Uy —ug U2—U3)
34~a’ a ' a
k2

pour tout a, et donc nécessairement pour a = a;. En
conséquence, le noyau k vérifie nécessairement, sous les
covariances affines,

k(t,a1,az;u1,uz,u3) =
1 mag_t 1 w; UL — U3 u2—U3)
) k) k)

al\/a ap ap 3 f aq ai ai
Le noyau dépend donc du rapport d’échelles as/a; et sa-
tisfait I’équation homogene f(ai,as) = ala (%,%2). Le
noyau ne peut par conséquent pas étre simplifié davan-
tage et il apparait qu’il est dépendant des échelles ana-
lysées. . . Ceci montre que si la classe de Cohen des distri-
butions temps-fréquence peut facilement étre étendue aux
ordres supérieurs, la classe des distributions affines ne le
peut pas (sauf & renoncer & 'unicité de la représentation,
qui impose que le noyau soit indépendant des échelles ana-
lysées).

Les éléments de la classe affine d’ordre trois ainsi définie

peuvent se mettre sous la forme

T, (t,a1,az) =

/H(a—l; t= 0,a21/1, asv2 )W (8,11, v2)d0dyv dvs
az a2

ou W, (6, vy, vs) est la représentation de Wigner-Ville d’or-

dre trois [3, 4], et ol II est une fonction homogene de

degré 1/2 en ay,as (échanger a; ¢ a2 donne une autre

paramétrisation toute aussi acceptable).

Comme sous produits, des solutions & noyau indépen-
dant des échelles analysées peuvent étre proposées. En
effet, une fonction de trois variables qui sont des rap-
ports bien choisis des variables de II peut satisfaire les
contraintes précédentes. Ainsi,

1 t1 ta i3
k(ar,az;tn,ta,t3) (s (maa—laa—z

est un choix admissible de noyau et correspond a la dis-
tribution

Tx (t7 ay, a2) =
dU1 dUQdUg

/f( hf2 t_S)x(U1)$(“2)x(u3)W

aiaz a; az

Introduire uy = 0+ (211 —72)/3,us = 0+ (272 —71) /3, u3 =
6 — (11 + 72)/3 permet alors d’écrire

1 t—0 T T2
T.’E ta 5 W2 = sy Ty
(t a1, a2) / ! G o
O — 9O — ,
xa(®+ = 2)e(0 + 2o - 2 ;TZ)dﬁdTQda
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Si 'on pose
Iy (t,v1,v2) =

(a1 02)1/4 / f(t,ai, az)e2i”(“1"1+“2"2)da1da2

on obtient finalement
t—0

Tz(t7a17a2) = /Hl(\/m
X Wx (0, vy, 1/2)d0d1/1 dVQ
qui appartient & la classe générale puisque II(z,y, 2,t) =
I, (y/ﬁa Tz, t)'
Les distributions de cette classe générale, bien que cons-
truites de fagcon axiomatique, ont les mémes problemes que
le biscalogramme quand & leur interprétation physique.

a01V1,a2V2)

4 FEt Mellin...

Le paragraphe précédent utilise la covariance des dis-
tributions par rapport aux dilatations/compressions. Or,
il est bien connu que les fonctions propres des opérateurs
de dilatation/compression sont les “chirps” hyperboliques
t?ima 7, 8]. Ceci conduit naturellement & 'utilisation de
la transformée de Mellin. De plus, les “chirps” hyperbo-
liques sont, des fonctions orthogonales de L?(R™*, dt/t) et
forment un ensemble fermé pour la multiplication. Ces re-
marques donnent, des éléments de réponses aux questions
levées au paragraphe 2.

Notons maintenant que R doté de ’addition et RT* avec
la multiplication sont des groupes équivalents, puisque liés
par une application bijective. Nous utilisons alors cette re-
marque pour définir une représentation temps-biéchelle de
Wigner-Ville (pour des signaux définis sur R**) en partant
de la représentation temps-bifréquence de Wigner-Ville et
en changeant brutalement les lois de composition (+ < x)
et la transformation (Fourier «» Mellin). La représentation
temps-biéchelle de Wigner-Ville est alors définie par

o0
2/3 —1/3
Wsp(t,a1,a2) = / x(tul/ Usy / )
0
_ _ _ vy giras Auidu
m(tu§/3u1 1/3)33* (tu2 1/3u1 1/3)u1 2um1u2 2imay WHU1CEU2
Uiy
et étend les travaux de Marinovic effectué & l'ordre 2 [9].
Une classe générale est alors définie par convolution affine
en temps et convolution standard en échelle pour conduire

N

a

T,(t,a1,a2,a3) =
t
/F(Eaal — o, a2 — a2)Ws,(u, a1, as)

Puisque cette construction utilise I’équivalence de grou-
pes, la théorie développée en [4] pour la construction axio-
matique des représentations temps-bifréquence peut étre
transposée facilement ici. En considérant des “inter-repré-
sentations” W, , - (t, a1, a2) de trois signaux différents de
L?(R**), et Pensemble de propiétés d’invariance-covariance

dodosdu
u

Tx(at),y(at)7z(at) (ta ay, (12) = Tz,y,z (ata at, a2)
Tx(t)tZi‘zr)\7y(t)7z(t)t2i7rk (t,a1,a2) = Tey,- (t,a1 — A, a2)
Tty yty2im> z(pyezier (G a1, a2) = Tpy o(t,a1,02 — N)

on obtient la classe générale présentée ici.
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5 Conclusions

Nous avons montré les problemes que posent la construc-
tion de représentations temps-multiéchelle. A notre sens,
le plus fondamental est la compréhension (ou la définition)
de la notion d’interaction non linéaire entre échelles.

Malgré ces difficultés, des approches de constructions
sont possibles, mais conduisent & des représentations dif-
ficilement interprétables physiquement.

Il est évident que ’application de telles représentations
a des problemes physiques concrets nécessite encore un
effort considérable.
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