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R�esum�e { Le but de ce papier est de discuter de la notion d'interaction non lin�eaire entre �echelles. Cette notion est fondamentale

pour l'�etude de probl�emes en physique non lin�eaire, comme par exemple l'�etude de la cascade d'�energie en turbulence pleinement

d�evelopp�ee. La discussion est centr�ee autour de la d�e�nition de repr�esentation temps-multi�echelle. Une r�eponse simple, appel�ee

biscalogramme, met en lumi�ere les diÆcult�es lev�ees par la notion d'interaction entre �echelle. Nous illustrons ce point par quelques

simulations. De plus, deux classes g�en�erales di��erentes sont propos�ees, la premi�ere fond�ee sur des propri�et�es de covariances aÆnes,

la seconde par des propri�et�es d'invariance-covariance.

Abstract { The aim of the paper is to provide a discussion on the notion of nonlinear interaction between scales. This notion

is extremely important in the study of nonlinear physical phenomena, such as the study of the energy cascade in fully developed

turbulence in 
uids. The discussion is centered on the temptative de�nition of higher-order time-multiscale distributions. A simple

answer which we call the biscalogram enligthens the main diÆculty arising in our attempt to de�ne nonlinear interactions between

scales. Some simulations illustrate that point. Furthermore, two di�erent classes of higher-order time-multiscale distributions

are proposed, the �rst one based on a set of aÆne covariance properties, the other on a set of invariance-covariance properties.

1 Motivations

Une image traditionnelle de la turbulence est la cascade
de Richardson, dans laquelle les gros tourbillons se cassent
pour donner naissance �a de plus petits, qui se cassent �a
leur tour. . . Dans cette vision, l'�energie se transf�ere des
objets de grandes tailles vers les objets de petites tailles.
De plus, le m�ecanisme de tranfert d'�energie, encore tr�es
mal compris, est g�er�e par l'�equation fortement non lin�eaire
de Navier-Stokes. L'�etude de cette cascade revient donc �a
examiner des interactions non lin�eaires entre des struc-
tures vivant �a des �echelles di��erentes. Pour introduire la
notion d'�echelle, les physiciens utilisent les incr�ements d'un
signal, et depuis r�ecemment, la th�eorie des ondelettes.
Les ondelettes ont montr�e leur eÆcacit�e pour l'�etude

des signaux fractals puis multifractals. Pour l'estimation
de la dimension fractale d'un signal, des analyses statis-
tiques d'ordre 2 e�ectu�ees sur les coeÆcients en ondelette
suÆsent. Par contre, l'analyse de signaux multifractals
n�ecessite l'utilisation de statistiques d'ordre sup�erieur. Les
multifractals al�eatoires sont fondamentalement non gaus-
siens. Caract�eriser un signal multifractal peut par exemple
passer par l'�etude des statistiquesE[TO(a; t)q ], o�u TO(a; t)
est le coeÆcient en ondelette du signal �a l'�echelle a et au
temps t. Le comportement de la statistique en fonction
de a et de q renseigne sur la multifractalit�e. Toutefois,
ces quantit�es sont des statistiques �a un point, et ne per-
mettent pas l'�etude des liens statistiques �eventuels entre
�echelles. Le but de ce papier est de proposer une r�e
exion
sur ce th�eme et de d�evelopper quelques outils susceptibles
de r�epondre �a la question.

Un autre point de vue, moins pragmatique, consiste �a
g�en�eraliser les techniques d'ordre 2 aux ordres sup�erieur.
Si cette g�en�eralisation est maintenant bien �etablie dans le
cadre des signaux stationnaires, un e�ort reste �a fournir
dans le cas non stationnaire. Nous illustrons ce fait sur la
�gure (1). A l'ordre 2, les repr�esentations temps-fr�equence
covariantes par translations constituent la classe de Co-
hen, et les repr�esentations temps-�echelles covariantes par
translations (des groupes concern�es) d�e�nissent la classe
aÆne, d'intersection non nulle avec la classe de Cohen
[1, 2]. On montre de plus que ces deux classes peuvent
être g�en�er�ees �a l'aide de la repr�esentation de Wigner-Ville
via des transformations ad-hoc. La classe de Cohen a �et�e
g�en�eralis�ee aux ordres sup�erieurs pour conduire �a une classe
g�en�erale des repr�esentations multilin�eaires temps-multifr�e-
quence [3, 4]. Par contre, la g�en�eralisation de la classe af-
�ne �a une classe de repr�esentations multilin�eaires temps-
multi�echelle reste �a faire. Nous donnerons dans ce pa-
pier des tentatives de constructions mais sans apporter
de r�eponses d�e�nitives.
La construction de repr�esentations temps-multi�echelle

est tr�es diÆcile pour la simple raison que la notion d'inter-
action non lin�eaire entre �echelles est tr�es mal ou pas com-
prise. Ce fait sera illustr�e dans le paragraphe 2, o�u nous
proposons une premi�ere solution appel�ee biscalogramme.
Les deux paragraphes suivants proposent des classes g�e-
n�erales fond�ees sur des covariances et invariances de type
aÆne. Dans toute la suite, nous nous limiterons �a l'ordre
3, l'extension aux ordres sup�erieurs ne posant pas de pro-
bl�emes plus diÆciles.
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Fig. 1: Du temps-fr�equence(-�echelle) bilin�eaire vers le
temps-multifr�equence(-multi�echelle)

2 Biscalogrammes

Une premi�ere d�e�nition possible de distribution du troi-
si�eme ordre, temps-bifr�equence, peut être obtenue par une
g�en�eralisation brutale de la d�e�nition du bispectre sta-
tionnaire. En se rappelant que le bispectre de signaux
al�eatoires examine les interactions statistiques entre trois
fr�equences �1; �2 and �1 + �2 et leurs phases respectives
(conditions de r�esonance), la d�e�nition du bispectrogram-
me est Bx(t; �1; �2) = Sx(t; �1)Sx(t; �2)S

�
x(t; �1+�2) o�u Sx

est la transform�ee de Fourier �a court terme [4]. Pour des
signaux al�eatoires non stationnaires, cette d�e�nition doit
s'entendre en termes de moyenne d'ensemble.
D�e�nir un distribution temps-bi�echelle peut s'e�ectuer

de la même mani�ere �a l'aide de la transform�ee en onde-
lette. Toutefois, les conditions de r�esonance �a trois fr�e-
quences que cherche un bispectre ne sont pas d�e�nies clai-
rement en termes d'�echelle. Cette remarque nous conduit
�a introduire une fonction f(a1; a2) des �echelles a1 et a2
appel�ee \fonction d'interaction entre �echelles". Le bisca-
logramme est alors d�e�ni par

SCx(t; a1; a2) = WTx(t; a1)WTx(t; a2)WT �x (t; f(a1; a2))

Le choix de f est restreint aux fonctions permettant au
biscalogramme de v�eri�er les propri�et�es de covariances af-
�nes souhait�ees

SCx(t��)(t; a1; a2) = SCx(t� �; a1; a2)

SCx(t=a)=
p
a(t; a1; a2) = SCx(

t

a
;
a1
a
;
a2
a
)

La transform�ee en ondelette respecte ces covariances, et
on �etablit alors facilement que le biscalogramme v�eri�e les
covariances si et seulement si f est solution de l'�equation
homog�ene de degr�e -1 [6]

f(
a1
a
;
a2
a
) =

f(a1; a2)

a
(1)

Les solutions de cette �equation sont du type f(a1; a2) =
a1l(

a1
a2
); a2k(

a2
a1
), dont les moyennes d'ordre �,

f�(a1; a2) = (�a�1 + 
a�2 )
1=�

sont solutions. Le choix de � = �1 conduit �a la d�e�nition
de la moyenne harmonique, qui permet de retrouver l'in-
terpr�etation de l'�echelle comme inverse de la fr�equence.
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Fig. 2: Signaux \�echelle pure" int�eragissant quadratique-
ment.

Bien que la simplicit�e d'une telle approche puisse ap-
parâ�tre s�eduisante, elle conduit �a de nombreuses diÆ-
cult�es d'interpr�etation de SCx. En e�et, si le bispectre
permet de d�etecter les couplages de phase quadratiques,
l'interpr�etation physique de la pr�esence de valeurs signi�-
catives dans SCx reste peu claire; l'interaction non lin�eaire
de deux fr�equences fait apparâ�tre de nouvelles fr�equences
dans le spectre, alors que l'interaction de deux ondelettes
n'admet en g�en�eral pas de repr�esentation simple dans la
même base d'ondelettes.
Pour illustrer ce fait, nous pr�esentons sur la �gure (2)

deux signaux \�echelle pure" y et z. Ces signaux ne vivent
qu'�a une �echelle, i.e. leurs coeÆcients de d�etails dans une
d�ecomposition en ondelettes orthogonales sont nuls sauf
�a une �echelle (dans l'exemple, y et z sont respectivement
aux �echelles 2 et 3, et leurs d�etails sont des bruits blancs
gaussiens ind�ependants).
Le signal x = yz est alors cr�e�e pour illustrer une in-

teraction quadratique entre �echelles. La d�ecomposition en
ondelettes de x est d�evoil�ee �gure (3) {les ondelettes uti-
lis�ees en analyse et en synth�ese sont des Daubechies 9{.
Cette petite illustration permet de mettre en lumi�ere

nos diÆcult�es par rapport au biscalogramme :
- l'interaction quadratique entre deux �echelles pures don-

ne naissance �a un signal vivant sur une large gamme d'�echel-
les (�gure 3).
- L'equation (1) permet de d�ecrire un type d'interaction,

mais ne permet pas de d�ecider si une �echelle provient d'une
interaction non-lin�eaire ou si elle pr�e-existe.
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Fig. 3: CoeÆcients en ondelette du signal x provenant
de l'interaction quadratique entre deux signaux \�echelle
pure".

3 Classe aÆne d'ordre trois

Une repr�esentation temps-bi�echelle est une forme tri-
lin�eaire du signal analys�e x(t) et s'�ecrit g�en�eriquement se-
lon

Tx(t; a1; a2) = (2)Z
k(t; a1; a2;u1; u2; u3)x(u1)x(u2)x(u3)du1du2du3

Une telle g�en�eralit�e est inexploitable, mais peut être r�eduite
en imposant des propri�et�es souhaitables. Nous imposons
ici les propri�et�es de covariances aÆnes

Tx(t��)(t; a1; a2) = Tx(t� �; a1; a2) (3)

Tx(t=a)=
p
a(t; a1; a2) = Tx(

t

a
;
a1
a
;
a2
a
) (4)

La propri�et�e (3) de covariance par translation temporelle
contraint le noyau k �a satisfaire

k(t+ �; a1; a2;u1 + �; u2 + �; u3 + �) =

k(t; a1; a2;u1; u2; u3) , 8�
qui montre que k est intrins�equement de dimension 5 sous
cette covariance. On pose

t1 = t� 1

3

X
i

ui; t2 = u1 � u3; t3 = u2 � u3

et il existe alors une fonction l telle que

Tx(t; a1; a2) =Z
l(a1; a2; t1; t2; t3)x(u1)x(u2)x(u3)du1du2du3

La covariance par dilatation/compression (4) impose alors

l(a1; a2; t� 1

3

X
i

ui; u1 � u3; u2 � u3) =

1

a
p
a
l(
a1
a
;
a2
a
;
t

a
� 1

3

X
i

ui
a
;
u1 � u3

a
;
u2 � u3

a
)

pour tout a, et donc n�ecessairement pour a = a1. En
cons�equence, le noyau k v�eri�e n�ecessairement, sous les
covariances aÆnes,

k(t; a1; a2;u1; u2; u3) =

1

a1
p
a1
m(

a2
a1

;
t

a1
� 1

3

X
i

ui
a1
;
u1 � u3

a1
;
u2 � u3

a1
)

Le noyau d�epend donc du rapport d'�echelles a2=a1 et sa-
tisfait l'�equation homog�ene f(a1; a2) =

1
a
p
a
f(a1a ;

a2
a ). Le

noyau ne peut par cons�equent pas être simpli��e davan-
tage et il apparâ�t qu'il est d�ependant des �echelles ana-
lys�ees. . . Ceci montre que si la classe de Cohen des distri-
butions temps-fr�equence peut facilement être �etendue aux
ordres sup�erieurs, la classe des distributions aÆnes ne le
peut pas (sauf �a renoncer �a l'unicit�e de la repr�esentation,
qui impose que le noyau soit ind�ependant des �echelles ana-
lys�ees).
Les �el�ements de la classe aÆne d'ordre trois ainsi d�e�nie

peuvent se mettre sous la forme

Tx(t; a1; a2) =Z
�(

a1
a2

;
t� �

a2
; a2�1; a2�2)Wx(�; �1; �2)d�d�1d�2

o�uWx(�; �1; �2) est la repr�esentation de Wigner-Ville d'or-
dre trois [3, 4], et o�u � est une fonction homog�ene de
degr�e 1/2 en a1; a2 (�echanger a1 $ a2 donne une autre
param�etrisation toute aussi acceptable).
Comme sous produits, des solutions �a noyau ind�epen-

dant des �echelles analys�ees peuvent être propos�ees. En
e�et, une fonction de trois variables qui sont des rap-
ports bien choisis des variables de � peut satisfaire les
contraintes pr�ec�edentes. Ainsi,

k(a1; a2; t1; t2; t3) =
1

(a1a2)3=4
f(

t1p
a1a2

;
t2
a1
;
t3
a2

)

est un choix admissible de noyau et correspond �a la dis-
tribution

Tx(t; a1; a2) =Z
f(

t1p
a1a2

;
t2
a1
;
t3
a2

)x(u1)x(u2)x(u3)
du1du2du3
(a1a2)3=4

Introduire u1 = �+(2�1��2)=3; u2 = �+(2�2��1)=3; u3 =
� � (�1 + �2)=3 permet alors d'�ecrire

Tx(t; a1; a2) =

Z
1

(a1a2)3=4
f(

t� �p
a1a2

;
�1
a1
;
�2
a2

)

�x(� + 2�1 � �2
3

)x(� +
2�2 � �1

3
)x(� � �1 + �2

3
)d�1d�2d�



Si l'on pose

�1(t; �1; �2) =

(a1a2)
1=4

Z
f(t; �1; �2)e

2i�(�1�1+�2�2)d�1d�2

on obtient �nalement

Tx(t; a1; a2) =

Z
�1(

t� �p
a1a2

; a1�1; a2�2)

� Wx(�; �1; �2)d�d�1d�2

qui appartient �a la classe g�en�erale puisque �(x; y; z; t) =
�1(y=

p
x; xz; t).

Les distributions de cette classe g�en�erale, bien que cons-
truites de fa�con axiomatique, ont les mêmes probl�emes que
le biscalogramme quand �a leur interpr�etation physique.

4 Et Mellin. . .

Le paragraphe pr�ec�edent utilise la covariance des dis-
tributions par rapport aux dilatations/compressions. Or,
il est bien connu que les fonctions propres des op�erateurs
de dilatation/compression sont les \chirps" hyperboliques
t2i�a [7, 8]. Ceci conduit naturellement �a l'utilisation de
la transform�ee de Mellin. De plus, les \chirps" hyperbo-
liques sont des fonctions orthogonales de L2(R+� ; dt=t) et
forment un ensemble ferm�e pour la multiplication. Ces re-
marques donnent des �el�ements de r�eponses aux questions
lev�ees au paragraphe 2.
Notons maintenant que R dot�e de l'addition et R+� avec

la multiplication sont des groupes �equivalents, puisque li�es
par une application bijective. Nous utilisons alors cette re-
marque pour d�e�nir une repr�esentation temps-bi�echelle de
Wigner-Ville (pour des signaux d�e�nis sur R+� ) en partant
de la repr�esentation temps-bifr�equence de Wigner-Ville et
en changeant brutalement les lois de composition (+$ �)
et la transformation (Fourier$Mellin). La repr�esentation
temps-bi�echelle de Wigner-Ville est alors d�e�nie par

Wsx(t; a1; a2) =

Z 1
0

x(tu
2=3
1 u

�1=3
2 )

x(tu
2=3
2 u

�1=3
1 )x�(tu

�1=3
2 u

�1=3
1 )u�2i�a11 u�2i�a22

du1du2
u1u2

et �etend les travaux de Marinovic e�ectu�e �a l'ordre 2 [9].
Une classe g�en�erale est alors d�e�nie par convolution aÆne
en temps et convolution standard en �echelle pour conduire
�a

Tx(t; a1; a2; a3) =Z
F (

t

u
; a1 � �1; a2 � �2)Wsx(u; �1; �2)

d�1d�2du

u

Puisque cette construction utilise l'�equivalence de grou-
pes, la th�eorie d�evelopp�ee en [4] pour la construction axio-
matique des repr�esentations temps-bifr�equence peut être
transpos�ee facilement ici. En consid�erant des \inter-repr�e-
sentations"Wsx;y;z(t; a1; a2) de trois signaux di��erents de
L2(R+� ), et l'ensemble de propi�et�es d'invariance-covariance

Tx(at);y(at);z(at)(t; a1; a2) = Tx;y;z(at; a1; a2)

Tx(t)t2i��;y(t);z(t)t2i��(t; a1; a2) = Tx;y;z(t; a1 � �; a2)

Tx(t);y(t)t2i��;z(t)t2i��(t; a1; a2) = Tx;y;z(t; a1; a2 � �)

on obtient la classe g�en�erale pr�esent�ee ici.

5 Conclusions

Nous avons montr�e les probl�emes que posent la construc-
tion de repr�esentations temps-multi�echelle. A notre sens,
le plus fondamental est la compr�ehension (ou la d�e�nition)
de la notion d'interaction non lin�eaire entre �echelles.
Malgr�e ces diÆcult�es, des approches de constructions

sont possibles, mais conduisent �a des repr�esentations dif-
�cilement interpr�etables physiquement.
Il est �evident que l'application de telles repr�esentations

�a des probl�emes physiques concrets n�ecessite encore un
e�ort consid�erable.
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