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R�esum�e { Nous nous int�eressons ici �a la mod�elisation et la pr�ediction de s�eries temporelles �a m�emoire longue. Pour la famille

de mod�eles couramment utilis�ee, not�ee ARfIMA, c'est une int�egration fractionnaire du processus qui suit un mod�ele ARMA.

L'estimation du param�etre d'int�egration fractionnaire est un probl�eme d�eterminant et diÆcile. Nous proposons une m�ethode de

mod�elisation et de pr�ediction qui �evite cette estimation par une d�ecomposition multir�esolution. Ceci est possible �a cause des

propri�et�es statistiques des s�eries obtenues. Un exemple d'application est donn�e pour illustrer la m�ethode.

Abstract { This paper outlines a new method for long memory processes modeling and prediction, it uses a multiscale �ltering.

This method avoids the estimation of the fractional integration parameter used when dealing with the classical ARfIMA modeling.

The method was applied to an ultra low temperature measurement problem.

1 Introduction

Le fait que certaines s�eries temporelles ont une pro-
pri�et�e de m�emoire longue est connu depuis longtemps. Par
exemple : le tra�c dans les r�eseaux de t�el�ecommunications,
les s�eries �nanci�eres, ou certaines s�eries biologiques.
Une s�erie temporelle stationnaire est dite �a m�emoire

longue si sa fonction d'autocorr�elation d�ecrô�t lentement 1.
Sa densit�e spectrale a alors un comportement en 1=f�;
� > 0 pr�es de l'origine. Ceci implique que les basses
fr�equences ou les variations lentes sont tr�es importantes.
Si la s�erie est non-stationnaire, c'est le spectre de Wigner-
Ville qui, en moyenne, a ce comportement.
La m�ethode la plus courante pour la mod�elisation de ce

type de s�erie introduit une int�egration fractionnaire : c'est
la famille des mod�eles ARfIMA (p; d; q). Dans ce cas, c'est
une d�erivation fractionnaire,d'ordre d, du processus qui est
suppos�ee suivre un mod�ele ARMA :

�(B)(1�B)dXk = �(B)"k; (1)

o�u B est l'op�erateur de retard unitaire, �(B) et �(B)
sont deux polynmes de degr�es p et q respectivement. Les
�echantillons "k; k � 0 sont Gaussiens et ind�ependants.
L'introduction du terme (1 � B)d induit sous certaines
conditions la longue d�ependance �a cause du fait que les
coeÆcients de son d�eveloppement de Taylor

(1�B)d =

1X
m=0

hmB
m; hm =

�(d)

m!�(d�m)
(2)

d�ecroissent lentement.

1. La fonction d'autocorr�elation n'est pas int�egrable.

On peut ainsi d�emontrer qu'un processus Xk satisfai-
sant (1) est stationnaire si et seulement si d < 1

2 et �(z) 6=
0 pour jzj � 1, alors qu'il est inversible si et seulement si
d > � 1

2 et �(z) 6= 0 pour jzj � 1 [Hos80].
Notons �a la �n que les processus ARfIMA (0; d; 0) sont

les similaires discrets des bruits Gaussiens fractionnaires
qui sont des processus continus obtenus par d�erivation des
mouvements Browniens fractionnaires [Ber94]. La fonction
d'autocorr�elation d'un processus ARfIMA (0; d; 0); d < 1

2
satisfait

X(�) � Cdj� j
2d�1 quand j� j ! 1; (3)

alors que sa densit�e spectrale satisfait

SX(!) =
1

2�
(2 sin

!

2
)�2d '

1

2�
j!j�2d quand ! ! 0: (4)

Nous remarquons bien �a partir de ces deux �equations que
la longue d�ependance apparat quand d > 0.
Tout l'enjeu de ce type de mod�elisation r�eside dans l'es-

timation, �a partir des donn�ees, du param�etre d'int�egration
fractionnaire. Plusieurs m�ethodes ont �et�e propos�ees, parmi
les quelles on peut citer : la m�ethode de Higuchi, l'agr�egation
de la variance de la s�erie, le p�eriodogramme, d�ecomposition
en ondelettes, la statistique R/S,� � � [AGF95, Ber94, Let98,
Rei94, TTW95]. Toutes ces m�ethodes ne donnent pas de
r�esultats satisfaisants quand le mod�ele contient un partie
autor�egressive ou �a moyenne mobile.
Nous introduisons ici une m�ethode de mod�elisation et

de pr�ediction de ce type de s�eries qui �evite justement
ce probl�eme d'estimation en utilisant des d�ecompositions
multir�esolution. Nous obtenons ainsi une s�erie trame qui



contient les basses fr�equences, et une hi�erarchie de s�eries
de d�etail qui chacune d'elles contient une certaine bande
de fr�equences. En e�et, nous pouvons d�emontrer que les
s�eries de d�etail ne contiennent pas de longue d�ependance
et sont stationnaires. Ce qui implique qu'elles peuvent tre
mod�elis�ees par la famille ARMA. Cette m�ethode est ex-
pos�ee en d�etail dans x2. Les r�esultats sur une application
de mesure de tr�es basses temp�eratures sont donn�es dans
x3

2 La mod�elisation multir�esolution

Le probl�eme avec la famille ARfIMA (p; d; q) r�eside
dans l'estimation du param�etre d'int�egration d surtout
en pr�esence de d'une partie autor�egressive ou moyenne
mobile. A�n d'�eviter ce probl�eme, nous pr�esentons une
m�ethode de mod�elisation et de pr�ediction fond�ee sur une
approche de �ltrage multir�esolution.

2.1 Le �ltrage multir�esolution

Le �ltrage multir�esolution utilise un couple de �ltres
d'analyse : le premier de r�eponse impulsionnelle hn; n 2 Z,
est un �ltre passe-bas, alors que le second de r�eponse im-
pulsionnelle gn; n 2 Z est passe-bande. Le �ltrage d'une
s�erie, en une it�eration, donne une s�erie (dite trame) conte-
nant les basses fr�equences et une autre s�erie (dite d�etail)
contenant les hautes fr�equences. La synth�ese ou la recons-
truction de la s�erie original est possible grce �a deux autres
�ltres, qui doivent satisfaire certaines conditions.
Dans la perspective d'une application de pr�ediction, les

�echantillons futurs sont suppos�es être inconnus, nous im-
posons donc la causalit�e des �ltres d'analyse et de synth�ese.
Ceci implique que

hn = gn = 0; n � �1: (5)

On impose �egalement que la reconstruction se fait de mani�ere
simple en additionnant directement la trame et le d�etail,
ce qui implique �

h0 + g0 = 1;
hn = �gn; n � 1:

(6)

Des contraintes sur le nombre de moments nuls des �ltres
peuvent tre rajout�ees. Les r�esultats obtenus jusqu'�a main-
tenant ne sont gu�ere int�eressants, c'est pour cette raison
que nous n'allons utiliser que les �ltres de Haar [Dau92]
donn�es par �

h0 = h1 =
1
2 ;

g0 = �g1 =
1
2 :

(7)

Ce sch�ema de d�ecomposition peut tre appliqu�e sur plu-
sieurs it�erations, en �ltrant �a chaque it�eration la trame
obtenue dans l'it�eration pr�ec�edente.
Nous notons cJ�j0;k et dJ�j;k; j = 1; � � � ; j0;

k = 0; � � � ; `� 1 la trame et les d�etails obtenues apr�es une
d�ecomposition de l'ensemble de mesures disponibles Xk =
cJ;k; k = 0; � � � ; ` � 1. La contrainte de reconstruction
simple donne alors :

yk = cJ;k = cJ�j0;k +

j0X
j=1

dJ�j;k: (8)

Le couple de �ltres utilis�es peuvent varier d'une it�eration �a
une autre �a condition qu'ils satisfassent les contraintes de
causalit�e et de reconstruction simple. Une application di-
recte de cette remarque est l'insertion, �a chaque it�eration,
de z�eros dans les r�eponses impulsionnelles des deux �ltres
dans le but de mieux localiser leurs r�eponses impulsion-
nelles. Ce proc�ed�e est couramment utilis�e dans l'algorithme
�a trous [She92]. La �gure 1 montre les r�eponses impul-
sionnelles des �ltres utilis�es pour une d�ecomposition sur
trois niveaux. Les �ltres issus de la m�ethode avec inser-
tion de z�eros s'av�erent plus int�eressants car les bandes de
fr�equences sont bien s�epar�ees, ce qui n'est pas le cas des
�ltres de Haar. La section suivante est d�edi�ee �a l'applica-
tion de ce type de d�ecomposition aux processus �a m�emoire
longue.
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Frequency responses of a three levels decomposition using modified Haar filters

Fig. 1: Repr�esentation des r�eponses fr�equentielles des
�ltres utilis�es pour une d�ecomposition sur trois niveaux,
en utilisant les �ltres de Haar (en haut), et en utilisant
les �ltres de Haar avec insertion de z�eros (en bas).

2.2 La mod�elisation multir�esolution

Nous ne consid�erons ici que les mod�eles sans la partie
moyenne mobile, i.e. les processus satisfaisant

�(B)(1�B)dXk = "k; "k � i.i.d. (9)

L'introduction du terme d'int�egration fractionnaire assure
la prise en compte des valeurs lointaines dans le pass�e. En
changeant de base dans l'�equation (2), le d�eveloppement
de Taylor �a l'ordre N de (1�B)d peut s'�ecrire en fonction

des fonctions (1+B)N

2N et (1+B)k

2k
(1�B)

2 ; k = 0; � � � ; N�1 au

lieu de Bk; k = 0; � � � ; N . Ainsi, on peut �ecrire



(1�B)d � h0N

�
1 +B

2

�N

+

N�1X
k=0

h0k

�
1 +B

2

�k �
1�B

2

�
: (10)

En injectant cette �ecriture dans l'�equation 9, nous obte-
nons alors

�(B)h0N

�
1 +B

2

�N

+

N�1X
k=0

h0k�(B)

�
1 +B

2

�k �
1�B

2

�
Xk = "k:(11)

Les termes
�
1+B
2

�N
Xk et

�
1+B
2

�m � 1�B
2

�
Xk;

m = 0; � � � ; N�1 correspondent aux s�eries trame et d�etails
obtenus par une d�ecomposition sur N �echelles utilisant les
�ltres de Haar. Ainsi, on a

�N (B)cJ�N;k +

NX
m=1

�k(B)dJ�m;k = "k: (12)

Cette �ecriture ressemble �a un mod�ele AR classique, mais
implique N +1 processus. Plutôt que d'estimer les N + 1
polynmes, nous pr�ef�erons �ecrire le probl�eme sous forme
vectorielle. Ainsi, on obtient :0
BBB@

cJ�N;k
dJ�N;k

...
dJ�1;k

1
CCCA = A1

0
BBB@

cJ�N;k�1
dJ�N;k�1

...
dJ�1;k�1

1
CCCA+ � � �

+ Ap

0
BBB@

cJ�N;t�p
dJ�N;t�p

...
dJ�1;t�p

1
CCCA+

0
B@

"0;t

...
"N;t

1
CA(13)

Le probl�eme original d'estimation du param�etre d et du
polynme �(B) a �et�e transform�e en un probl�eme, plus
simple, d'estimation de plusieurs polynmes �k(B); k =
0; � � � ; N dans un mod�ele autor�egressif multivariable.

3 Application

3.1 Exp�erimentation

La m�ethode propos�ee a �et�e test�ee sur les signaux obte-
nus durant l'exp�erience DIABOLO men�ee par des astro-
physiciens de l'IAS, Paris. L'objectif de cette exp�erience
est la construction d'un instrument capable de mesurer le
rayonnement de l'univers aux ondes millim�etriques. Cet
instrument, dit bolom�etre, est une r�esistance sensible �a
la temp�erature, de taille r�eduite (� �M) et de valeur tr�es
�elev�ee (�M
). La sensitivit�e de cet instrument est �elev�ee
et sa r�eponse est fortement non-lin�eaire.
La th�eorie de rayonnement du corps noir impose le refroi-
dissement du bolom�etre �a des temp�eratures avoisinant les
100 mK pour pouvoir les ondes de longueur entre 1 mm et
2mm. Le refroidissement est possible grce �a un syst�eme de
dilution de 3He dans 4He. Zagury [Zag96] a montr�e que ce

syst�eme introduit de fortes uctuations, et corrompt les
mesures avec un bruit en 1=f . Ce sont ces mesures que
nous allons �etudier.

3.2 R�esultats

L'ensemble des mesures prises durant cette exp�erience
contient 735:000mesures prises �a une fr�equence de 74:4Hz.
La �gure 2 montre un sous-ensemble des ces mesures. Un
ensemble 10000 mesures a �et�e constitu�e dans l'objectif
d'identi�er les param�etres de notre mod�ele multir�esolution.
Pour la d�ecomposition, nous avons pr�ef�er�e utiliser les �ltres
de Haar avec insertion de z�eros a�n de garantir la prise en
compte d'�echantillons lointains dans le pass�e. Le nombre
d'it�erations de la d�ecomposition est �egal �a 4. Il est inutile
de d�ecomposer encore car la trame que nous avons ob-
tenu �a ce niveau ne contient pratiquement plus aucune in-
formation. L'ordre du mod�ele autor�egressif multivariable
a �et�e choisi �egal �a 6. A�n de valider le r�esultat obtenu,
nous l'avons test�e sur un autre ensemble contenant 40000
mesures. Cet ensemble a �et�e choisi le plus loin possible
du premier a�n de garantir le minimum de corr�elation
entre eux. La �gure 3 montre la densit�e spectrale des
mesures sur l'ensemble de validation, ainsi que celle des
erreurs commises sur ce mme ensemble, les deux trac�es
ont �et�e e�ectu�es dans des plans log-log. On voit bien le
comportement en 1=f des mesures qui se traduit par une
droite d'une certaine pente pr�es de l'origine. Par contre, le
spectre des r�esidus est pratiquement plat, ce qui implique
que les r�esidus sont pratiquement blancs, et que la longue
d�ependance a �et�e apprise par notre mod�ele.

4 Conclusion

Nous avons propos�e une m�ethode de mod�elisation et de
pr�ediction de s�eries temporelles �a m�emoire longue. Cette
m�ethode est fond�ee sur un �ltrage multir�esolution, qui
permet d'obtenir une suite de s�eries de d�etail station-
naires, et ne contenant que la courte d�ependance. Elle est
simple, rapide et de surcrô�t �evite le probl�eme d'estimation
du param�etre d'int�egration fractionnaire. Les resultats ob-
tenus sur des s�eries simul�ees, non rapport�es ici, et sur les
donn�ees d'astrophysique attestent son eÆcacit�e.
Nos travaux futurs concerneront la construction de nou-

veaux �ltres, plus r�eguliers qui permettent une meilleure
s�eparation des bandes de fr�equences. D'autres domaines
(�nance, bruit dans les transistors �a e�et de champ,� � �)
repr�esentent des applications int�eressantes de la m�ethode.
Il serait �egalement int�eressant d'�etudier la possiblit�e d'uti-
liser la m�ethode pour estimer le param�etre d'int�egration
fractionnaire et l'utilisation des param�etres du mod�ele �a
des �ns de diagnostic. En�n, le probl�eme des processus
ayant une partie moyenne mobile reste encore ouvert.
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Fig. 2: Illustration d'un sous-ensemble de mesures du
bolom�etre.
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Fig. 3: Densit�e spectrale des mesures (en haut) et celle
des r�esidus sur l'ensemble de validation (en bas).
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