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Résumé — Les iso-surfaces calculées a I’aide de ’algorithme de marching-cubes fournissent une triangulation des objets présents
dans une image volumétrique. Dans cet article, nous construisons un nouveau type d’iso-surfaces ayant la propriété d’étre incluses
dans la triangulation de Delaunay de leurs sommets. Pour chaque 8-cube, un ensemble de boucles est calculé, dépendant unique-
ment de la connexité choisie pour les voxels intérieurs et extérieurs. Puis, chaque boucle est triangulée selon sa géométrie. Nous
montrons que cette triangulation sous contrainte de Delaunay est toujours possible, et ceci méme pour des voxels anisotropes.
L’inclusion de I'iso-surface dans la triangulation de Delaunay a des conséquences importantes. Elle permet de déduire un modele
volumique des objets formés de tétraédres. Elle permet également d’accéder au squelette de ’objet. Des applications au calcul
du squelette sont présentées.

Abstract — Iso-surfaces provide a triangulation of objects in a volumetric image. They can be computed efficiently using
the marching-cubes algorithm.
the Delaunay graph of its vertices. Inside each 8-cube, a set of loops is first computed depending only on the connectedness

In this paper, we construct a new type of iso-surfaces having the property to be included in

of inner and outer voxels. Then, a triangulation of those loops is derived, depending on their geometry. We prove that such
a triangulation always exists, even for anisotropic voxels. The inclusion of the iso-surface in the Delaunay triangulation has
important consequences. The skeleton and a volumic model for objects can be derived direct from the iso-surface. Applications
to the skeleton computation are presented.

1 Introduction lation de Delaunay de leurs sommets. Cette construction
se fait localement et reste valable meéme si le volume est
anisotrope. Son cott est en O(N?), ou N est la taille du
volume et ne dépend donc pas du nombre de sommets

de I'iso-surface. Nous montrons comment exploiter ce ré-

Nous assistons a ’heure actuelle & une multiplication
des images volumétriques provenant de diverses modali-
tés d’acquisition (IRM, scanners, microscopie confocale).
La visualisation de ces données passe par le calcul et I’af-
fichage de surfaces particuliéres dans 'image comme les
surfaces digitales ou les iso-surfaces.

Les iso-surfaces sont des surfaces triangulées de R> ap-
prochant la frontiére des objets présents dans une image. 1.1
Elles présentent de bonnes propriétés topologiques et géo-
métriques : ce sont des 2-variétés de R3; contrairement
aux surfaces digitales, elles ne présentent pas d’aspect en
marches d’escalier.

Malheureusement, une iso-surface fournit une représen-
tation surfacique des objets qui peut s’avérer insuffisante
dans un contexte autre que la visualisation. Par exemple,
pour modéliser la déformation des objets par la méthode
des éléments finis, il est nécessaire d’avoir une partition de
I'intérieur des objets en briques de base jointives (cubes ou
tétragdres), autrement dit d’avoir une représentation vo-
lumique. De méme, pour extraire des parametres comme
I’épaisseur ou la longueur, la représentation par squelette

sultat pour passer facilement d’une représentation surfa-
cique par iso-surfaces a une représentation volumique ou
par squelette.

Rappels de géométrie algorithmique

Nous commencons par quelques rappels de géométrie
algorithmique [16]. Par la suite, d désigne la dimension de
I’espace considéré. Quand on ne précisera pas, d vaudra 3.

Graphe de Delaunay Soit £/ € R? un ensemble fini de
points en position générale. La triangulation de Delaunay
est I’ensemble des triangles en 2D et des tétraédres en 3D
dont la spheére circonscrite ne contient aucun point de F
dans son intérieur. Nous appelons graphe de Delaunay et
notons Del(E) le sous-complexe cellulaire de la triangula-
tion de Delaunay formé des éléments de dimension d — 1.

est mieux adaptée.
Dans cet article, a la différence des méthodes existantes,
nous construisons des iso-surfaces incluses dans la triangu-

Enveloppe convexe L’enveloppe convexe, notée Hull(E)
d’un ensemble de points I/ € R? est le plus petit ensemble
convexe contenant E. Si E est un ensemble fini, 'enve-
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loppe convexe est un polytope dont la frontiere est incluse
dans le graphe de Delaunay de E.

Graphe de Voronoi Le diagramme de Voronoi d’un
ensemble de points de E est une partition de ’espace en
régions appelées régions de Voronoi. La région de Voronoi
du point p € E est I'ensemble des points de R? plus proche
de p que de tout autre point de E. Le diagramme de Voro-
noi est le dual de la triangulation de Delaunay. Nous appe-
lons graphe de Voronoi et notons Vor(E) le sous-complexe
cellulaire du diagramme de Voronoi formé des éléments de
dimension d — 1.

2 Iso-surface

2.1 Algorithme de marching-cubes

Une tmage volumétrique associe & un sous-ensemble des
points discrets Z3 (appelés voxels) une valeur (appelée
niveau de gris).

Une image volumétrique peut étre considérée comme le
résultat de ’échantillonnage d’un champ scalaire continu
h en les points d’une grille discréte. L’iso-potentielle de
valeur C' (i.e. {M € R3, h(M) = C}) définit une surface
dans ’espace. Par la suite, on appelle iso-surface toute sur-
face triangulée approchant l’iso-pontentielle d’iso-valeur
C'. Le choix de ' permet a I'utilisateur de sélectionner un
objet particulier dans le volume.

%@@@@@@@

Fia. 1: Exemples de configurations de triangles. Les arétes
en traits épais ne sont déterminés que par les connexités
choisies pour les voxels, les arétes en traits fins dépendent
de la géométrie des sommets.

L’algorithme le plus répandu pour construire les iso-
surfaces dans une image est certainement le marching-
cubes [12, 18]. Son principe est de balayer I'image par blocs
de huit voxels, appelés 8-cubes et d’extraire pour chacun
de ces blocs un ensemble de triangles qui sépare les vozels
intérieurs (h(v) > C) des vozels extérieurs (h(v) < C).

Un sommet de I'iso-surface est défini comme un point
dans le segment ouvert de la grille discréte formé par un
voxel intérieur et un voxel extérieur adjacent. La posi-
tion du sommet sur ’aréte dépend linéairement des va-
leurs de h aux extrémités de ’aréte. Différents ensembles
de triangles peuvent étre construits sur les sommets d’un
8-cube. La maniére dont ce choix est effectué influence la
géométrie et la topologie de 'iso-surface triangulée, donc
I’aspect et la qualité de "approximation.

Le marching-cubes [12] propose un choix arbitraire qui
ne dépend que de la valeur intérieure ou extérieure des
voxels dans un 8-cube. Il existe 256 configurations de 8-
cubes. L’extraction des triangles au sein de chaque bloc
peut étre optimisée en pré-calculant une table de configu-

rations. D’autres auteurs raffinent ce choix en exploitant la
valeur moyenne du champ h au milieu de chaque face [18],
en effectuant une interpolation bi- ou tri-linéaire [15], ou
en extrayant l'information de gradient [7]. Ces définitions
ne prennent pas en compte la géométrie des sommets, ce
qui explique que I'iso-surface obtenue ne coincide pas gé-
néralement avec la triangulation de Delaunay.

2.2 Meéthode de construction proposée

Nous nous basons sur la définition d’iso-surface propo-
sée dans [9], qui exploite a la fois la connexité digitale
des voxels — 6-, 18-, ou 26-connexité (e.g., cf.[8]) — et
la position des sommets sur la grille. Sur les faces d’un 8-
cube, les arétes sont construites de maniére déterministe
en respectant les connexités choisies pour les voxels inté-
rieurs et extérieurs ; I’ensemble de ces arétes forment des
boucles (voir figure 1). La triangulation de ces boucles dé-
pend ensuite de la géométrie des sommets, car les arétes
et les triangles sont construits sur I’enveloppe convere des
sommets et des voxels intérieurs (resp. extérieurs), si les
voxels extérieurs (resp. intérieurs) suivent la 6-connexité.
La Figure 2 illustre cette construction.

Fia. 2: Construction des triangles sur ’enveloppe convexe
des sommets et des voxels intérieurs.

Le principal résultat de cet article est de montrer qu’une
telle iso-surface a la propriété d’étre incluse dans la tri-
angulation de Delaunay de ses sommets. Pour établir ce
résultat, nous montrons dans un premier temps que le cal-
cul du graphe de Delaunay a l'intérieur de chaque 8-cube
reste local. Par la suite, S¢ désigne une iso-surface, E¢
I’ensemble de ses sommets.

Théoréme 1 Notons {eq, e, ..., e} les k sommets de liso-
surface se trouvant sur les arétes d’un méme 8-cube. Alors

JHull({ey, ez, ...ex.}) C Del({e1, €2, ...ex}) C Del(E¢)

Démonstration. La premiére inclusion découle directe-
ment des propriétés de ’enveloppe convexe. La démons-
tration de la seconde inclusion repose sur le calcul de la
sphere B,., de diametre e;e; avec la grille discrete. Ce
calcul s’effectue par des considérations purement géomé-
triques en recherchant les points v pour lesquels les droites
(ve;) et (ve;) sont orthogonales. Soit P, ¢, le plus petit pa-
rallélépipede droit contenant les points e; et e;. Les som-
mets de P, se trouvent sur la sphere Be,;. Quelle que
soit la position des sommets e; et e; sur les arétes du 8-
cube considéré, le parallélépipede P ., reste inclus dans ce
8-cube (voir figure 3). Par conséquent, la sphere B, n’in-
tersecte aucune aréte des autres 8-cubes. Elle ne contient
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donc aucun points de F\{eq, e, ..., e, } dans son intérieur,
ce qui permet de conclure. O
§
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)

ol g

J{b

casl cas? as 3 cas4

Q

Fig. 3: La sphere de diameétre e;e; intersecte le 8-cube
selon 4 cas de figures qui correspondent aux différentes
positions des sommets e; et e; sur les arétes du 8-cube.
Le plus petit parallélépipede droit contenant les points e;
et e; a été grisé. Il est toujours contenu dans le 8-cube.
La seconde ligne présente l'intersection de la sphere, du
parallélépipede et du 8-cube avec le plan {z = 0}.

Théoréme 2 St S¢ est une iso-surface de sommets E¢,
alors S¢ C Del(E¢).

Démonstration. En effet, d’aprés construction, toute aréte

de I'iso-surface fait partie de ’enveloppe convexe des som-
mets du 8-cube auquel elle appartient. Le théoreme 1 per-
met de conclure. O

3 Calcul du squelette

3.1 Définition

Le squelette est une représentation des objets utilisée
dans le domaine de ’analyse d’images pour la reconnais-
sance et la description de formes. La notion de squelette
a été introduite pour la premiére fois par Blum [2] sous
la terminologie d’aze médian. Le squelette d’un objet se
définit comme ’ensemble des centres de ses boules maxi-
males [6] (voir figure 4). Une boule incluse dans un objet
est dite maximale §’il n’existe pas d’autres boules incluses
dans l'objet et la contenant strictement. Remarquons que
cette définition reste valable quelle que soit la dimension
de ’espace considéré.

Le squelette défini dans 1’espace continu R possede un
certain nombre de propriétés remarquables [5]. Le sque-
lette est un graphe formé de points et de courbes en 2D et
de points, de courbes et de morceaux de surfaces en 3D.
Il posséde le méme type d’homotopie que ’objet. De plus,
si chaque point du squelette a été étiqueté par le rayon de
la boule maximale centré en ce point, le squelette fournit
un codage réversible de I'objet.

Le calcul du squelette a fait ’'objet de nombreux travaux
aussi bien dans I’espace discret que dans ’espace continu.
Dans D’espace discret, de nombreux algorithmes ont été
proposés qui peuvent étre partagés en deux familles:

— les algorithmes fondés sur un amincissement homo-
topique qui préservent ’homotopie [10, 13, 14, 11],

— les algorithmes utilisant le calcul de la carte de dis-
tance et qui assure la réversibilité [4, 17].

Un inconvénient des approches discretes est la difficulté
d’obtenir un squelette discret, c¢’est-a-dire un ensemble de
voxels qui soit a la fois d’épaisseur 1, réversible et ho-
motope. Pour certains objets binaires, un tel ensemble de
voxels n’existe simplement pas.

Dans cet article, nous utiliserons une approche continue
calculant le squelette & ’aide du graphe de Voronoi des
points frontiéres [5, 3, 1]. Une telle approche trouve sa
légitimité dans la relation suivante:

Sk(R*\ F) = Vor(FE)

sguel ette
objet

boule maximale

Fia. 4: Squelette

3.2 Extraction a partir des iso-surfaces

Nous utilisons ici I’approche continue proposée par Bois-
sonnat [3] pour calculer le squelette. Nous avons vu dans
la section précédente que les iso-surfaces étaient incluses
dans le graphe de Delaunay de leurs points frontiéres. Les
iso-surfaces étant des 2-variétés de R3 [9], elles séparent
I’espace en deux composantes disjointes: un tntéricur et
un extérieur. Ainsi, d’aprés [3], il est possible de distinguer
deux types de tétraedres de Delaunay, les tétraedres inclus
dans I'intérieur de 'iso-surface et les tétraédres inclus dans
son complémentaire. Nous définissons le squelette comme
le dual des éléments de Delaunay (tétraédre, triangles ou
arétes) intérieurs. Le squelette ainsi calculé est formé de
polygones, d’arétes et de sommets qui définissent des mor-
ceaux de surfaces et de courbes.

Différents résultats sont présentés figure 5. Le squelette
dérivé du graphe de Voronor est difficile & interpréter di-
rectement, car trés sensible au bruit sur la frontiére de
I’objet. Son calcul doit obligatoirement étre suivi d’une
phase de filtrage afin de garder les branches réellement si-
gnificatives. Nous avons utilisé pour cela une méthode de
filtrage du squelette étendant les résultats de [1] & I’espace
3D.

Selon la connexité choisie pour les voxels intérieurs et
extérieurs, des iso-surfaces différentes peuvent étre obte-
nus pour le méme volume et le méme seuil C'. Nous avons
utilisé le couple de connexité (6, 18) afin de minimiser la
constante d’Fuler de l'iso-surface et le nombre de trou
dans I’objet. Le dernier point est important pour augmen-
ter Defficacité de I’étape de simplification.

On peut remarquer ’aspect lisse des morceaux de sur-
face formant le squelette filtré. Un tel aspect est particu-
lierement dificile & obtenir avec les approches discréetes, du
aux problémes posés par la discrétisation.
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F1G. 5: (a) Coupe dans une image volumétrique. (b) Sur-
face digitale. (¢) Iso-surface S. (d) Sommets E de I’iso-
surface. (e) Squelette extrait du graphe de Voronoi de F.
(f) Squelette filtré.

4 Conclusion

Dans cet article, nous avons construit un nouveau type
d’iso-surface et nous avons montré son inclusion dans le
graphe de Delaunay de ses sommets. La démonstration
de cette propriété utilise des arguments purement géo-
métriques et ne dépend pas de la taille des voxels. La
construction reste ainsi valable pour des volumes aniso-
tropes. Les iso-surfaces ont été utilisées pour calculer le
squelette des objets. Nos prochains travaux viseront &
utiliser le squelette pour extraire des parameétres comme
I’épaisseur ou la longueur sur les objets ou pour remailler
la surface de I’'objet.
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