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R�esum�e { Apr�es avoir rapidement rappel�e un ensemble de d�e�nitions, nous pr�esentons quelques r�esultats r�ecents montrant

l'int�erêt des graphes de repr�esentation minimaux dans le cadre des probl�emes d'estimation d'entropie, et de discrimination entre

distribution de probabilit�e. Cette approche est appliqu�ee ici au probl�eme de d�etection de composante dans le plan temps-fr�equence.

Abstract { In this paper, we present some recent results in non parametric entropy estimation, based on asymptotic properties

of minimal spanning trees> Some de�nitions are recalled and the potential of this approach in the context of density discrimination

and clustering is illustrated. Application are presented for the problem of component extraction in the time frequency plane.

1 Introduction

Dans des �etudes r�ecentes [1, 2], nous nous sommes in-
t�eress�es au probl�eme de l'estimation robuste de l'entropie
de R�enyi d'une distribution multi-dimensionnelle �a partir
d'un ensemble de r�ealisations de cette distribution. Dans
ce contexte, nous avons montr�e que les MST (Minimal
Spanning Trees), graphes acycliques connectant entre eux
l'ensemble des points d'un ensemble de r�ealisations du pro-
cessus �etudi�e, permet une estimation directe de cette en-
tropie, avec un faible coût algorithmique. L'extension de
ce travail [2, 3] �a la d�etermination de k-MST, sous graphes
ne connectant entre eux que k points parmi l'ensemble
des r�ealisations observ�ees, apporte une solution robuste
possible �a la s�eparation de m�elange statistique. Dans
cette �etude nous pr�esentons une application de ces out-
ils issus de la th�eorie des graphes, �a la d�etection et la
s�eparation des composantes d'un signal non stationnaire
bruit�e; cette �etude s'appuie sur l'analyse des extrema re-
latifs d'une repr�esentation temps-fr�equence quadratique
de ce signal. Dans une premi�ere partie, nous rappelons
quelques d�e�nitions et propri�et�es des graphes acycliques
minimaux (MST); l'exploitation des MST et k-MST pour
l'estimation d'entropie et la s�eparation de m�elange, illus-
tr�ee par quelques exemples, fait l'objet de la deuxi�eme
partie. Dans la troisi�eme partie en�n, nous pr�esentons
une m�ethode de d�etection de structures dans le plan temps
fr�equence, s'appuyant sur la structure des MST et/ou k-
MST construits sur l'ensemble des ses maxima relatifs.
Les r�esultats pr�esent�es sont calcul�es �a partir du spectro-
gramme, mais peuvent facilement s'extrapoler �a d'autres
distributions.

2 MST et k-MST

Un graphe acyclique minimal (MST) est un graphe (ou
arbre) Tn connectant l'ensemble des r�ealisations Xn =
fx1; x2; : : : ; xng d'un processus ponctuel d�e�ni dans Rd.
C'est donc une liste de sommets (les points xi) et de con-
nections ei;j entre ces sommets. La longueur totale d'ordre

 du graphe est la somme des longueurs ( norme euclidi-
enne ) pond�er�ees en loi de puissance d'ordre 
 2]0; d[, de
l'ensemble des connections :

Ln;
 =
X

ei;j2Tn

jei;jj


Le MST est, parmi tous les graphes acycliques totalement
connect�es qu'il est possible de construire, le graphe dont
la longueur est minimale :

T ?
n = Argmin

Tn
Ln;


Ce dernier peut être calcul�e de fa�con exacte �a partir d'al-
gorithmes dont le coût varie comme n logn. Cette d�e�-
nition est �etendue aux sous graphes ne connectant qu'un
sous ensemble de points dans Rd : les k-MST.
Un k-MST est un graphe minimal ne connectant que

k points parmi n. C'est aussi le MST associ�e au sous
ensemble Xn;k de Xn ne contenant que ces k points. La
minimisation porte alors �a la fois sur la d�etermination de
ce sous-ensemble et sur la longueur du MST connectant
les points du sous-ensemble :

X ?
n;k = Arg min

i1;:::;ik
Argmin

Tn
Ln;k;


o�u Xn;k = fxi1 ; : : : ; xing. En pratique, la double minimi-
sation est conduite conjointement; c'est le cas en parti-
culier des algorithmes que nous avons d�evelopp�es [1, 2].



Il a �et�e d�emontr�e que le probl�eme d'estimation d'un k-
MST dans R2 est un probl�eme NP-complet [4, 5]. Ravi
et al ont propos�e un algorithme d'approximations �a coût
polynômial dans le cas de distributions bidimensionnelles.
Dans [2], nous avons �etendu ce travail et propos�e un al-
gorithme d'approximation des k-MST dans le cas plus
g�en�eral d-dimensionnel, fournissant une solution dont le

rapport d'approximation est major�e par O(k
d�1
d

2

). Le d�e-
tail de l'algorithme de calcul approch�e des k-MST, sa ro-
bustesse calcul�ee �a partir des courbes d'in
uence, et des
�el�ements de preuve de sa convergence asymptotique sont
�etudi�es dans l'article [2]. Cette partie, tr�es technique, ne
sera pas d�evelopp�ee dans cette communication.

3 Propri�et�es

Soient L d�e�nie auparavant, fonction quasi-additive eu-
clidienne d'ordre 
, et Xn un ensemble de r�ealisations in-
d�ependantes du processus al�eatoire de densit�e de Lebesgue
f(x), d�e�ni sur Rd. Steele [6] a d�emontr�e le th�eor�eme suiv-
ant, g�en�eralisant un r�esultat �etabli par Beardwood, Halton
et Hammersley [7] :

limn!1
L(Xn)

n
d�

d

= �(
; d)

Z
Rd

f(x)
d�


d dx (p:s:)

Soient � 2]0; 1[ d�e�ni par l'�egalit�e � = (d � 
)=d, 
 2
]0; d[, et

Ĥ�(X �n;k) =
1

1� �
ln
�
n��L(X �n;k)

�
+ �(�; d) (1)

la statistique construite �a partir de la longueur L
(X �n;k) =P
ei;j2T

?
n;k

jei;jj(1��)d, associ�ee au k-MST T ?
n;k.

Nous avons �etabli dans [2] la propri�et�e suivante :

Soit bL(X �n;k) la valeur approch�ee de L(X �n;k), obtenue
par l'algorithme d'estimation des k-MST [2]. Si k = �n,

� 2 [0; 1], en substituant bL(X �n;k) �a L(X �n;k) dans (1), on
obtient un estimateur consistant et robuste de l'entropie
de R�enyi de la densit�e f :

cH�(X �n;k)! min
A:P (A)��

1

1� �
ln

Z
A

f� (x)dx (p:s:)

Dans cette expression, la minimisation est conduite sur
tous les sous-ensembles bor�eliens A d�e�nis sur [0; 1]d, dont
la probabilit�e P (A) v�eri�e l'in�egalit�e P (A) =

R
A
f(x)dx �

�.

Il est remarquable que la valeur de � dans l'expression
(1), est �egale �a l'entropie de R�enyi d'une distribution de
densit�e uniforme sur [0; 1]d. � n'est par cons�equent fonc-
tion que de � et d. La variable k qui �xe la taille (en
terme de nombre de sommets connect�es) du graphe min-
imal cherch�e, joue un rôle identique au rôle tenu par le
param�etre � dans les estimateurs de moyennes �-tronqu�ees :
en pr�esence de points de bruit (outliers), k peut être ajust�e
de sorte �a assurer une certaine robustesse �a l'estimateur
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Fig. 1: Distribution pour N = 100 r�ealisations de la vari-
ables al�eatoire, MST, et longueur des MSTs en fonction
de N , pour une distribution triangulaire.

d'entropie [1, 2].
On peut noter en�n que la m�ethode propos�ee s'�etend sans
dif�cult�e au probl�eme d'estimation d'autre type d'entropies,
par exemple l'entropie structurelle de Havrda-Charv�at,
non additive, qui g�en�eralise l'entropie de R�enyi.

4 Exemples

La �gure (1) repr�esente un exemple qui illustre l'int�erêt
des MST dans la cadre des probl�emes de discrimination
entre deux distributions. L'utilisation des MST dans le
contexte de discrimination entre distributions n'est pas
nouvelle (voir par exemple [9]).
La distribution consid�er�ee, d�e�nies sur [0; 1]d est une dis-
tribution s�eparable triangulaire, maximale en (0:5; 0:5).
La �gure comporte trois graphiques : un exemple de dis-
tribution obtenu pour 100 r�ealisations de la variable al�ea-
toire bidimensionnelle consid�er�ee, le MST construit sur
cette distribution, et la repr�esentation de l'�evolution de
la longueur moyenne des MST obtenus en fonction du
nombre de r�ealisations consid�er�e. Ce dernier graphe est
calcul�e en reproduisant 256 constructions de MST pour
chaque valeur N �etudi�ee. La longueur utilis�ee ici est la
longueur euclidienne usuelle, soit pour � = 1=2. La com-
paraison entre les r�esultats obtenus pour cette derni�ere
distribution d'une part et la distribution uniforme bidi-
mensionnelle d'autre part, est pr�esent�ee sur la �gure 2.
Le graphe de gauche reproduit les longueurs LN normal-
is�ees par

p
N , et transform�ees par la fonction �2 log(:).

Il apparâ�t clairement que ces valeurs transform�ees de la
longueur des MSTs convergent vers des constantes dif-
f�erentes pour chacune des distributions. En fait, comme
nous l'avons indiqu�e dans [3], les valeurs asymptotiques
sont �egales aux valeurs de l'entropie de R�enyi d'ordre 1=2
de chaque distribution.
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Fig. 2: �Evolution de la longueur des MSTs pour des
distributions uniformes ou triangulaires, en fonction du
nombre de r�ealisations consid�er�e. �A gauche : longueur
euclidienne; �a droite : entropie de R�enyi d'ordre 1=2.

5 MST et temps-fr�equence

L'int�erêt des approches recourant aux MST ou k-MST
pour l'analyse de composantes dans le cas des repr�esenta-
tions temps-fr�equence, fait l'objet de cette section. L'en-
semble des maxima relatifs de la distribution est identi��e
dans une premi�ere �etape. Chacun de ces maxima relatifs
peut être consid�er�e comme une r�ealisation d'un processus
al�eatoire tridimensionnel; les variables consid�er�ees sont du
type x = [t; �; E(t; �)], o�u E(t; �) 2 R est la valeur prise
par la distribution temps-fr�equence �a la date t 2 �T et
�a la fr�equence � 2 �F . Le probl�eme de d�etection des
composantes est alors reformul�e comme un probl�eme de
s�eparation de m�elange f = (1 � ")f1 + "f2, dans lequel
f1 = g(x=Bruit), f2 = g(x=Signal) o�u g(x=:) est la fonc-
tion de distribution des maxima de la distribution, condi-
tionnellement �a la pr�esence de bruit ou de signal respec-
tivement.
Un probl�eme crucial rencontr�e dans ce contexte r�eside

dans la d�e�nition n�ecessaire d'une norme dans l'espace
�T � �F � R. La d�e�nition d'une norme dans le seul
plan temps fr�equence (TF) doit conduire �a une notion de
distance qui soit ind�ependante de l'�echantillonnage dans
ce dernier : la distance entre deux `paquets' d'�energie ne
devrait pas d�ependre de la fr�equence d�echantillonnage de
la s�erie temporelle , ni du nombre de bins fr�equentiels
utilis�es dans l'estimation de la distribution TF. Ceci peut
être obtenu en imposant que le nombre de bins fr�equentiels
et le nombre de d'�echantillons de la s�erie temporelle soient
de rapport constant K. En dehors de ce cas simple, la
d�e�nition d'une norme dans le plan TF est un probl�eme
ouvert, qui sort du cadre de cette communication. On
utilisera donc dans le plan TF la d�e�nition

D(P1; P2) =

s�
f1 � f2
Fe

�2

+

�
(t1 � t2)Fe

KN

�2

Dans la suite, on prendra Fe = 1 et K = 1, i.e. N bins
fr�equentiels pour N �echantillons. La dynamique de la
troisi�eme variable, homog�ene �a une �energie, est totalement
arbitraire dans la repr�esentation TF.
Deux approches sont discut�ees dans cette �etude; la pre-

mi�ere est une transposition directe des m�ethodes propos�ees
dans des travaux ant�erieurs, en dimension deux [8]. Cette
m�ethode repose sur un algorithme d'�elagage r�ecursif du
MST construit dans le plan TF, sur la distribution des
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Fig. 3: Extraction automatique d'une modulation si-
nuso��dale de fr�equence (RSB=5dB); En haut, �a gauche:
spectrogramme. En haut, �a droite : carte des maxima
locaux. Centre, �a gauche : Projection du MST 3-D de la
carte des maxima locaux. Centre, �a droite: Fonction de
distribution cumulative des longueurs (fdc) de segments
du MST 3-D. En bas, �a gauche : Structure extraite par
seuillage de la fdc, et �elagage.

maximas relatifs les plus forts. L'algorithme d'�elagage
utilis�e a �et�e propos�e par Banks [10] dans un contexte de
r�egression non param�etrique.
L'ensemble des maxima les plus forts est d�etermin�e par

seuillage sur l'energie. Le seuil de r�ejection est �x�e par un
crit�ere de d�etection de rupture de la d�eriv�ee seconde de la
fonction de distribution cumulative hauteurs des maxima
(�gure (3)).
La seconde approche pr�esent�ee est appliqu�ee directe-

ment en trois dimension. L'energie est normalis�ee de sorte
que les dynamiques sur chacun des axes temps, fr�equence
et �energie sont num�eriquement identiques. Soit T ?

n le MST
construit sur la distribution des maxima relatifs de la dis-
tribution TF et fei;jg l'ensemble de ses segments. Soit
alors c une coupure sur ce MST, d�e�nissant deux sous-
ensemble de points S1,S2. On cherche c tel que

c = Argmin
ei;j

MaxfH(S1);H(S2)g
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Fig. 4: Sur le graphiqe droit sont superpos�ees deux
courbes : la fonction cumulative de la distribution des
hauteurs des maxima relatifs (l'�echelle est modi��ee �a des
�ns de repr�esentation), et la longueurs des k-MST en fonc-
tion de k, pour la distribution des maxima relatifs consid-
�er�es comme des variables d�e�nies dans R3, distribution
repr�esent�ee sur le graphique de gauche. Aucune de ces
courbes ne permet de d�e�nir aisemment un seuil.

o�u H est une fonction de coût. Si c est la coupure �a ap-
pliquer pour obtenir deux distributions, sous contraintes
de minimalit�e de l'entropie maximale des distributions r�e-
sultantes, on choisi pour H l'entropie de R�enyi, estim�ee
par les MST. Cette approche reformule le probl�eme de d�e-
tection de composantes dans le plan TF comme un prob-
l�eme de 'clusering' sur l'ensemble des maxima relatifs. Les
MST bidimensionnels sont alors appliqu�es sur chacun de
ces sous ensembles (voir �gure (5)). On peut noter que
dans le cas pr�esent�e, l'utilisation de la norme euclidienne
usuelle (
 = 1, cf sections pr�ec�edentes) dasn un espace de
dimension d = 3 conduit �a utiliser comme fonction de coût
H, l'entropie de R�enyi d'ordre 2=3. La d�etermination du
meilleur ordre �a utiliser dans les probl�emes de discrimi-
nation est, �a notre connaissance, un probl�eme totalement
ouvert.
La �gure (4), montre que dans le cas �etudi�e, ni les

longueurs des k-MST [8], ni la fonction de distribution
cumulative des hauteurs des maxima ne permettent de
s�eparer les maxima de signal des maxima de bruit.
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