Dix-septieme colloque GRETSI, Vannes, 13-17 septembre 1999

ESTIMATION FREQUENTIELLE ET
ECHANTILLONNAGE : LES BONS CHOIX

Alain Ducasse, Corinne MAILHES, Francis CASTANIE

ENSEEIHT/TéSA
2 rue Camichel, BP 7122, 31071 Toulouse Cedex 07, France

Alain.Ducassge@wanadoo.fr, Corinne.Mailhesg@len7.enseeiht.fr
Francis.Castanie®@len7.enseeiht.fr

Résumé — Cet article est consacré a I'influence des effets de la fréquence d’échantillonnage sur les erreurs d’estimation
fréquentielle par les méthodes Yule-Walker et “Haute Résolution”. L’intérét de cet article est de mettre en évidence
le phénoméne suivant : - en fonction de la méthode d’estimation fréquentielle utilisée, la fréquence d’échantillonnage doit étre
correctement choisie, - ou, inversement, la fréquence d’échantillonnage étant fixée, cet article fournit un guide d’utilisation des
différentes méthodes d’estimation fréquentielle. Une conséquence directe de ses résultats peut étre d’envisager un rééchantillonnage
du signal afin de se placer dans des conditions optimales avant toute analyse spectrale.

Abstract — This paper is devoted to the sampling frequency choice effect on frequency estimation errors using Yule-Walker and
High Resolving methods. This paper shows that the sampling frequency has to be chosen, depending on the frequency estimation
method. Or, rather, the sampling frequency being fixed, this paper can be used as a guide of frequency estimation method choice.
Thus, before any spectral analysis, a resampling has to be done in order to perform frequency estimation in an optimal way.

Nous allons dans un premier temps, considérer ’estima-
tion par les équations de Yule-Walker a l'ordre p = 2K (p
est supposé connu) :

1 Présentation du probléme

Nous nous intéressons dans cette étude, a I'estimation
des fréquences d’un signal réel bruité y(n), composé de K

sinusoides non amorties :
Ra=—r 2
K y= =y ( )

y(n) =z(n) + win) = ZAk cos(27 f.n + ¢r,) + w(n)
)

ou Ay, ¢r et fi sont respectivement 'amplitude, la phase
aléatoire uniformément répartie sur [0, 27] et la fréquence
normalisée (f, = 1;—’;) de la £'*™° sinusoide, F. étant la fré-
quence d’échantillonnage. Le bruit w(n) est supposé blanc,
centré, de puissance 02 et indépendant des phases aléa-
toires ¢y.

Le probléme de I’estimation des fréquences d une somme
de sinusoides dans un bruit blanc a été trés largement étu-
dié [1][4]. Un large éventail de méthodes a été proposé. Les
équations de Yule- Walker sont a 'origine de nombreux es-
timateurs basés sur la méthode des moindres carrés ou sur
la décomposition en valeurs singulieres (SVD). Un autre
type de méthodes dites “Haute Résolution” (HR) exploite
les propriétés des valeurs et des vecteurs propres de la ma-
trice d’autocorrélation. Les méthodes HR les plus connues
sont appelées Pisarenko, MUSIC et ESPRIT . Cet article
est consacré a 1’étude des effets de la fréquence d’échan-
tillonnage sur les erreurs d’estimation des fréquences par
les méthodes Yule-Walker et ” Haute Résolulion”. Dans
cetl article, la bibliographie est volontairement restreinte :
pour un panorama de ces méthodes et une bibliographie
étendue (y compris sur les critéres de sélection d’ordre),
on pourra, par exemple, consulter [4].

Ry =R;+ Ry et Ly =T, +1Iy représentant respecti-
vement la matrice et le vecteur des corrélations de y. En
introduisant l'erreur sur le vecteur des paramétres AR,
Aa = @ — a et en utilisant la relation de récurrence liant
le signal x ou sa fonction d’autocorrélation, de la forme
R,a = —r,, l'expression (2) permet d’obtenir :

Aa=—R, (Rpa+1,) (3)

2 Modélisation AR d’une sinusoide
bruitée

Dans un premier temps, on considére le cas d’une seule
sinusoide bruitée i.e. K = 1. L’équation de récurrence
d’ordre 2 liant les échantillons z(n) ou r4(m), est définie
par :

z(n) = Ay gos(27rf1n +¢1) = —arx(n—1) — agz(n — 2)
ry(m) = %Lcos(27rf1m) = —ay1ry(m —1) — agry(m — 2)
(4)

avec a; = —2cos(27f1) et ag = 1.

Les 2 parameétres a; et ag sont estimés a partir de 1’ap-
proximation du signal bruité par un AR d’ordre 2. D’aprés
la relation (3), les erreurs relatives d’estimation des coef-
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ficients AR s’écrivent :

Aay | o2 [3P1 + 203]
ay (Py +02)2 — Pcos?(2nf1)
Aagy 03 [2P cos®(2n f1) 4+ Py + 03]
ag (Py +02)2 — PZcos?(2nf1)

P = A? /2 représentant la puissance de cette sinusoide.
En dérivant ces erreurs relatives par rapport a la période
d’échantillonnage 7. (f; = FiT.), on obtient le résultat
suivant :

- |Aw | et
al
0.25,

- cette condition sur la fréquence est indépen-
dante de la puissance du signal et de la puissance
du bruit.

Un développement au 1% ordre des relations liant les
coefficients estimés @y et @p aux podles permet d’obtenir
lerreur Af; sur la fréquence f; :

Qo Bm
" Armsin(27f)

Aay
az2

ont un unique minimum pour f; =

Afr

Ainsi, on montre que l'erreur relative |Af;/f1] est mi-
nimale & la fréquence f; = 0.25.

3 Modélisation AR d’une somme
de sinusoides bruitées

3.1 Borne utilisant la valeur propre mini-
male

Dans le cas d’un signal composé d’une somme de K
sinusoides bruitées (voir Eq.(1)), I'’équation (3) nous per-

met d’exprimer une borne supérieure de 'erreur relative
Aal,
lal, °

globale |l#]|, étant la norme euclidienne.

1A,
e/l

La norme L2 d’une matrice hermitienne correspond a
sa plus grande valeur propre donc :

< |17, ], 1wl (5)

||AQ||2 S )\wmax (6)
lally ™ Aymin
oll Ay est la valeur propre minimale de 2, et A, ..

la valeur propre maximale de R,,. Le bruit étant supposé
blanc, on obtient :

||AQ||2 Uv?u (7)
lally ™ Avmin + 0%
ol Ay, est la valeur propre minimale de 1.

3.2 Borne liée au nombre de conditionne-
ment

D’une facon plus générale, 'analyse de la sensibilité de
la solution du systéme (2) peut étre abordée sous I'angle de
la théorie des perturbations des systémes linéaires. Consi-
dérons R, = R, + AR et r, = Iy + Ar oin AR et
Ar représentent respectivement les perturbations sur la

matrice 12, et sur le vecteur r,, dues au bruit et a l'es-
timation de la corrélation. I.’analyse de ces perturbations
[5] conduit au résultat suivant :

S’il existe un réel § < 1 tel que :

ARy < 6| Rell,
|Azlly < 6zl (8)
(Sfig(Rz) =r<l1

alors R, + AR est non singuliére et

|, 25
fall, =T=

K2 (Rm) (9)

ol Ko (Rz) est le nombre de conditionnement de la matrice
R, donné, dans le cas d’une matrice hermitienne, par :

valeur propre maximale de R, Ay (10)

R,) = =
2Rz valeur propre minimale de R, A

ZTmin

3.3 Etude des bornes

Malheureusement, il est trés difficile, voire impossible
de calculer les valeurs propres de la matrice d’autocorré-
lation R, pour des ordres supérieurs a 2. Les travaux de
Grenander et Szegd [3] suggérent 'approximation des va-
leurs propres minimale et maximale respectivement par
les valeurs minimale et maximale du spectre. Cette re-
marque nous permet de comprendre le comportement de
Azin- Une démonstration du comportement de A a
partir de ’expression du spectre est quasiment impossible,
aussi nous nous bornerons & donner une explication vi-
suelle dans le cas de deux sinusoides (Fig 1 ).

Tmin

Spectre

Fi1a. 1: Variation de la valeur propre minimale en fonction
de la fréquence d’échantillonnage.

Du fait de la décroissance du spectre quand f — 0,
f — 0.5 et localement autour des 2 fréquences des sinu-
soides, il parait évident que le minimum du spectre est
maximal lorsque la fréquence barycentre fp = L‘Q& se
situe autour de 0.25. Le méme raisonnement reste valable
pour un nombre quelconque de sinusoides. ’approxima-
tion de A, par le minimum du spectre admet donc un
maximum autour de 0.25.
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D’autre part, si nous nous intéressons a 1’évolution du
nombre de conditionnement K/Q(RI) en fonction de la fré-
quence barycentre pondérée par les puissances de chacune
des sinusoides, on obtient expérimentalement les résultats
de la figure 2.

0.15

fO:Z Pkfk/z Pk

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

F1G. 2: Nombre de conditionnement x(p) en fonction de
fo pour un signal composé de 3 sinusoides

Cette figure montre tout d’abord que pour p = 2, le
conditionnement est minimum lorsque fy = 0.25. Pour des
ordres supérieurs a 2, le conditionnement comporte un mi-
nimum. En particulier, pour les ordres pairs, le minimum
est proche de fy = 0.25. Cependant cette proximité est
trés sensible aux écarts entre les fréquences et aux rap-
ports de puissance, et pour d’autres valeurs on peut obte-
nir un minimum du conditionnement assez éloigné de 0.25
(autour de 0.3 ou 0.2).

D’apres les bornes obtenues au paragraphe précédent et
les approximations de A, _, et A on peut énoncer le
résultat suivant : le nombre de conditionnement est mini-
mal (\;_, maximal) lorsque la fréquence barycentre des

fréquences du signal est proche de 0.25. Cela implique que
AN
lal

ZTmax !

les bornes supérieures de (7) et (9), sont minimales

autour de 0.25.
Les résultats précédents ont montré I'existence d’un mi-
nimum du nombre de conditionnement autour de 0.25.

Cela implique que la borne supérieure de HHAa ﬁ“

male autour de 0.25. Cependant cela ne prouve pas 'exis-
Azl

i ) lal i i
dire est que la solution de Yule- Walker sera moins sensible

aux perturbations autour de 0.25. Méme en admettant un
AN
lal 2
montrer que cela conduit nécessairement & un minimum
Az

de l'erreur relative sur les poles Bl

est mini-

tence d’un minimum pour la seule chose qu’on puisse

minimum pour il est pratiquement impossible de dé-

. Cependant cette
hypothése parait intuitivement correcte. Nous nous bor-
nerons donc & constater sur un exemple (3 sinusoides),
I'existence d’'un minimum pour les erreurs relatives sur
chaque fréquence autour de 0.25.

Ces minima sont trés accentués et font qu’il est im-
possible d’avoir simultanément un minimum d’erreur sur
les 3 fréquences. En effet, si la fréquence d’échantillon-

10?

10°%L

10

10°L

10°0

107
0.16 0.18

0.2 0.22 0.24 0.26 0.28
f=(f,+f,+1)/3

0.3 0.32

F1a. 3: Erreurs relatives sur les fréquences (signal a trois
composantes) en fonction de la fréquence barycentre.

nage est telle qu'on a un minimum d’erreur sur 1'une des
3 fréquences, les erreurs sur les 2 autres sont au moins 10
fois plus grandes. Les minima sont aussi présents sur les
erreurs relatives globales sur les coeflicients AR, sur les
poles et sur les amortissements[2].

Ce comportement du nombre de conditionnement de la
matrice d’autocorrélation ameéne a se poser plusieurs ques-
tions sur la sensibilité des systémes de Yule- Walker surdé-
terminés au sens des moindres carrés ou par des techniques
SVD (SVD tronquée), sur celle des méthodes “Haute Ré-
solution” et sur celle des critéres de sélection d’ordre. Les
réponses a ces questions se trouvent dans le paragraphe
suivant.

4 Méthodes basées sur la matrice
d’autocorrélation

4.1 Moindres carrés et SVD

La solution des moindres carrés (LS) du systéme (2) est
donnée par :

@Ls = —(ﬁbfﬁy)flﬁffy

(11)

La sensibilité de la solution face aux perturbations ISLU,
et 7, peut se mettre sous la forme [5] [6] :

.

<C
larsl]

KRrs (12)

|2z R,

ol krg est le nombre de conditionnement de R, qui est
fonction des valeurs propres minimale et maximale de R,.
Les résultats obtenus sur les valeurs propres du systéme
Yule- Walker sont donc applicables. Le nombre de condi-
tionnement ks est minimum lorsque fg est proche de
0.25, ce qui signifie que l'erreur relative de @; o est mini-
mum lorsque fg est proche de 0.25.

Dans le cas o1l le systéme est résolu au sens des moindres
carrés totaux (TLS), il a été¢ montré [7] que le nombre de
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conditionnement krrg est supérieur a Krg. Malgré une
meilleure précision de la solution TLS (au sens de la norme
de Frobenius), la sensibilité aux perturbations est prati-
quement identique a celle de la méthode LS et donc avec
un minimum de sensibilité autour de 0.25.

Les méthodes s’appuyant sur la SVD de la matrice d’au-
tocorrélation, utilisent cette décomposition pour séparer le
sous-espace signal du sous-espace bruit. Elles engendrent
une réduction de bruit avant de résoudre le systéme au
sens des moindres carrés. La précision de la solution aug-
mente avec ce type de méthodes mais le conditionnement
du systéme reste inchangé.

4.2 Meéthodes “Haute Résolution”

CesAméthodes utilisent les vecteurs propres de la ma-
trice 2, ou plus précisément une estimation des sous-
espaces signal ou bruit. Pour ce type de méthodes, les ré-
sultats de la théorie des perturbations ne permettent pas
de conclure car on peut montrer que les perturbations sur
les valeurs propres ne sont pas liées au signal et a sa fré-
quence d’échantillonnage. Pour comprendre 'influence de
I’échantillonnage, revenons au principe méme de ces mé-
thodes : séparer le sous-espace signal du sous-espace bruit.
Supposons les valeurs propres de R, rangées par ordre dé-
croissant : Xyl > Xyz > > Xyp Cette séparation est d’au-
tant plus efficace que la valeur propre XyQK a2 XIQ « +02
est bien séparée de XyQK o R 02 (pour un signal consti-
tué de K sinusoides). Une analyse du comportement de la
valeur propre ngk en fonction de I’échantillonnage, per-
mettrait de déterminer lefficacité des méthodes ”Haute
Résolution”. L’étude de cette valeur propre est difficile,
cependant 2 valeurs particuliéres peuvent étre déduites :

- Lorsque la fréquence d’échantillonnage est trés
grande par rapport aux fréquences du signal : les
fréquences normalisées f;, sont trés proches de zéro ainsi
que la fréquence barycentre. On en déduit que I'autocor-
rélation des sinusoides est pratiquement constante et par
conséquent une seule valeur propre de R, est non nulle. 11
n’est donc plus possible de séparer les sous-espaces signal
et bruit.

- Lorsque la fréquence d’échantillonnage est a la
limite imposée par le théoréme de Shannon : f; <
fo <--- < fx = 0.5. Lautocorrélation de la sinusoide de

m

fréquence fixr = 0.5 est (—1)
parameétre AR, a; = —1, pour 'estimer. Par conséquent,
le rang de la matrice d’autocorrélation R, est 2K — 1 et
la valeur propre A, est nulle.

Ces résultats montrent que si le signal est suréchan-
tillonné (f;, — 0) ou alors échantillonné a la limite de
Shannon (fx = 0.5), la distinction entre les sous-espaces
signal et bruit est difficile et par conséquent les méthodes
“Haute Résolution” seront moins performantes. Toutefois,
des simulations montrent que cette conclusion doit étre
nuancée : les méthodes MUSIC et ESPRIT présentent
des erreurs relatives plus faibles lorsque ’échantillonnage
est proche de la limite de Shannon.

2
ATK et il suffit donc d’un seul

4.3 Sélection d’ordre

Lorsque I'on ne connait pas a priori le nombre de sinu-
soides présentes dans le signal, on fait appel & des estima-
teurs de I'ordre. Parmi les plus connus, on peut citer le
critere d’Akatke AIC et le M DL (Minimum Description
Length). Tout comme les méthodes ”Haute Résolution”,
le critére M DL est sensible a la fréquence d’échantillon-
nage. Cependant son domaine d’eflicacité est plus vaste
que dans le cas des méthodes d’estimation des fréquences,
décrites précédemment [2].

5 Conclusion

En conclusion, cet article présente I’étude des effets de
la fréquence d’échantillonnage sur les erreurs d’estimation
des fréquences par les méthodes Yule-Walker et “Haute
Résolution”. Nous avons obtenu plusieurs résultats impor-
tants, qui peuvent servir de guide dans 1'utilisation des
différentes méthodes d’estimation spectrale :

- L’estimation des fréquences d’une somme de sinusoides
bruitées par les méthodes basées sur les équations de Yule-
Walker (Moindres Carrés et Moindres Carrés Totaus) pré-
sente un minimum d’erreur lorsque la fréquence barycentre
des fréquences du signal est proche de 0.25.

- Les méthodes “Haute Résolution” ont un maximum
d’efficacité lorsque la fréquence d’échantillonnage est proche
de la limite de Shannon.

- Les critéres d’ordre basés sur les valeurs propres de
la matrice d’autocorrélation sont inefficaces lorsque le si-
gnal est suréchantillonné ou échantillonné a la limite de
Shannon.

Enfin, le choix de la fréquence d’échantillonnage n’étant
pas toujours confié au traiteur de signaux, cet article montre
que le rééchantillonnage du signal ou de son autocorréla-
tion permet d’améliorer la précision des estimateurs fré-
quentiels. De plus, ce rééchantillonnage permet d’amélio-
rer la sélection de l'ordre des modeéles. Les simulations
montrent clairement 'utilité d’un rééchantillonnage afin
d’améliorer non seulement les erreurs d’estimation des fré-
quences (réduction dans un facteur supérieur a 10, des er-
reurs relatives sur les fréquences) mais aussi 'estimation
du nombre de sinusoides [2].
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