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Résumé �

Ce papier présente le �ltre poag (Polynomial Approximation Of Gaussian) remplaçant avantageusement les �ltres de Canny,
les �ltres gaussiens et leurs dérivées première et seconde. Bien qu'il soit à réponse impulsionnelle �nie, il est réalisable sous
forme récursive. Sous cette forme, ses pôles étant situé sur le cercle unité (en limite de stabilité), on montre que cela conduit à
une grande simplicité de calculs, à la suppression des mémoires d'images pour le �ltrage 2D et à une utilisation possible pour
des signaux temps réel à échantillonnage temporel. Sont discutés : la qualité de l'approximation, les conditions de stabilité de
l'implantation, ses performances en rapidité par rapport à une convolution classique, et une implantation matérielle pour asic
ou fpga.

Abstract �

This paper presents the poag �lter (Polynomial Approximation Of Gaussian) which can advantageously replace the Canny or
Gaussian �lters and their �rst and second derivatives. Even if it is a �nite response �lter, a recursive implementation is available.
In this case, all the poles are located on the unit circle (stability limit). We show that this singularity induces computation
simplicity, image memory suppression (2D case) and the usability for real time, time sampled data. We discuss the accuracy
of the approximation, stability conditions of the implementation, speed performances compared to classical convolution, and a
hardware implementation for asic or fpga.

1 Introduction

Canny [1, 2] a dé�ni un �ltre optimal à réponse im-
pulsionnelle �nie pour la détection de contours. Il a aussi
montré que son �ltre pouvait être approximé par un �ltre
gaussien (en fait par sa dérivée première) par ailleurs lar-
gement utilisé que ce soit pour des �ltrages 1D ou 2D.
L'inconvénient principal de ces �ltres est que la complexité
de calcul croit linéairement avec le nombre de coe�cients
signi�catifs de la réponse impulsionnelle et donc avec la
diminution de la résolution. Dans un système multirésolu-
tions, l'architecture est alors nécessairement dimensionnée
par le pire cas (résolution la plus faible). Deriche [3] a
proposé une extension récursive (à réponse impulsionnelle
in�nie) des �ltres de Canny conduisant à une complexité
de calcul indépendante de la résolution. Cette résolution
est alors dé�nie par un unique coe�cient. L'inconvénient
principal du �ltre de Deriche est que l'in�nité de la ré-
ponse impulsionnelle (côté causal et anticausal) impose
pour des raisons de stabilité quatre parcours de l'image
(gauche vers droite, droite vers gauche, haut vers bas et
bas vers haut) et donc une latence image dans le traite-
ment. Cette double in�nité de la réponse impulsionnelle
interdit aussi l'usage de ce �ltre pour des signaux temps
réel à échantillonnage temporel. Du point de vue archi-
tectural, la présence de multiplieurs dans les boucles ré-
cursives (liée aux pôles de la fonction de transfert) tend

à limiter les performances de rapidité parce que dans ce
cas, le pipeline est très di�cilement utilisable sauf au prix
d'un surcoût matériel important.
Une extension récente de nos travaux initiaux [4] sur

la discrétisation des critères de Canny nous a amené à la
dé�nition d'un �ltre sous-optimal (-2% par rapport à l'op-
timal) à réponse impulsionnelle �nie dont la demi-réponse
impulsionnelle est un polynôme. Il est alors possible d'en
déduire une forme récursive dont tous les pôles de la trans-
formée en z sont situés sur le cercle unité et donc en limite
de stabilité. Il en résulte une division par deux du nombre
de balayages image et l'utilisation possible de ce �ltre pour
des signaux temps réel à échantillonnage temporel. On bé-
ni�cie simultanément des avantages des �ltres à réponse
impulsionnelle �nie et des structures récursives sans en
avoir les inconvénients. Ce �ltre appelé paog (Polynomial
Approximation Of Gaussian) remplace avantageusement
les �ltres de Canny et les �ltres gaussiens. La même ar-
chitecture permet sans calcul supplémentaire d'obtenir le
résultat du lissage et de ses quatre premières dérivées ! La
section 2 présente le �ltre paog et dé�nit la précision de
l'approximation du �ltre gaussien. La section 3 propose
une réalisation récursive de ce �ltre et discute les condi-
tions de stabilité, d'initialisation et les performances de
cette version récursive. La dernière section propose une
implantation matérielle dans le cas 1D.



2 Le �ltre poag

2.1 Réponse impulsionnelle du �ltre poag

Le nombre de ceo�cients de la réponse impulsionnelle
ri du �ltre (liée à la résolution) vaut 2w+1: L'expression
de la ri hw du �ltre poag est :

hwk = Cp:(w + 2� jkj)(w + 1� jkj)
:(�3k2 + (2w + 3) jkj+ w(w + 3))

(1)

où Cp est un coe�cient de normalisation choisi pour que
la somme des coe�cients soit égale à 1 :

Cp =
5

2w(w + 1)(w + 2)(w + 3)(2w + 3)
(2)

Pour chaque valeur de w; il existe une valeur de l'écart
type � de la gaussienne pour laquelle hw est une approxi-
mation précise de la ri g� du �ltre gaussien :

g� = Cg :e
�

k
2

2�2 (3)

En utilisant une minimisation de l'erreur quadratique
absolue, on obtient une relation entre g� et w :

� = 0:3217w+ 0:481 (4)

Sur la �gure 1, on observe la demi ri de hw et de g�

pour w = 20 et � = 6:915: On note que les plus grandes
di�érences apparaissent à l'extémité de la fenêtre pour les
plus faibles valeurs des coe�cients.
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Fig. 1 � Demi réponse impulsionnelle du �ltre gaussien
(traits pointillés) avec � = 6:915 et du �ltre poag (traits
continus) avec w = 20:

2.2 Précision de l'approximation

On note g�w la restriction à la fenêtre de taille (2w + 1)
de la fonction gw: Trois di�érentes mesures peuvent être
utilisées pour dé�nir l'erreur de l'approximation dans la
fenêtre .
(a) La moyenne de l'erreur quadratique relative mrq

mrq =
1

2w + 1

vuut
wX
�w

(1�
hw

g�w
)2 (5)

(b) La moyenne de l'erreur quadratique absolue norma-
lisée par la valeur de hw(0) : maq

maq =
1

hw(0)(2w + 1)

vuut
wX
�w

(g�w � hw)2 (6)

(c) Le maximum de l'erreur quadratique absolue nor-
malisée par la valeur de hw(0) : Maq

Maq =
maxk jg

�
w(k)� hw(k)j

hw(0)
(7)

La �gure 2 montre les erreurs en %pour w variant de
1 à 20 (0:8 < � < 6:91). mrq est inférieure à 6%, Maq
est approximativement constante (2%) et maq inférieure
à 0.5%.
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Fig. 2 � Erreurs quadratiques moyenne absolue (maq),
maximum absolue (Maq) et moyenne relative (mrq) entre
g�w et hw en % en fonction de w.

Une dernière mesure met en évidence les e�ets de tron-
cature de la réponse in�nie de la gaussienne. Le rapport
entre la somme des coe�cients de g� en dehors de la fe-
nêtre et de la somme des coe�cients de g� à l'intérieur de
la fenêtre est inférieur à 1% pour toutes les valeurs de w:
Tous ces résultats con�rment que le �ltre poag est une

bonne approximation du �ltre gaussien.

3 Implantation récursive

3.1 Transformée en Z

La transformée en z de hw peut être décomposée en :

H(z) =

0X
k=�w

hkz
�k +

wX
k=0

hkz
�k � h0 (8)

Pour calculer la seconde somme de (8), on commence
par développer le polynôme en :

wX
0

hkz
�k =

4X
i=0

ai

wX
k=0

kiz�k (9)



où les ai sont des fonctions de w:
La seconde somme de (9) peut être analytiquement éva-

luée : wX
k=0

kiz�k =
Ni(z

�1)

(1� z�1)i
(10)

où Ni(z
�1) est un polynôme de degré i de la variable

z�1:
En introduisant (10) dans (9) et en utilisant la même

méthode pour calculer la première somme de (8), on ob-
tient l'expression de H(z) :

H(z) = C 0

p

z�2(1 + z�1)N(z)

(1� z�1)5
(11)

avec :

N(z) = w(z(w+2) � z�(w+2))

+(w + 3)(z�(w+1) � z(w+1))
+(2w + 3)(z � z�1)

(12)

et :
C 0

p =
30

w(w + 1)(w + 2)(w + 3)(2w + 3)
(13)

3.2 Stabilité

Parce que les pôles de H(z) sont situés sur le cercle
unité, la stabilité du �ltre n'est obtenue que si les zéros
du numérateur compensent exactement les pôles. Ainsi,
toute erreur (approximation) de calcul de N(z) conduit à
une instabilité. Ceci interdit l'usage des nombres �ottants
parce que la somme de deux �ottants très di�érents en-
gendre une erreur sur le résultat. Les calculs doivent donc
être impérativement exécutés en entier ! La normalisation
(multiplication par C 0

p) doit être e�ectuée en �n de calcul
et peut être réalisée en �ottant puisque ce calcul est situé
en aval de la partie récursive.
Travailler obligatoirement en entier n'est pas restrictif.

C'est au contraire un avantage pour l'utilisation des dsp
bon marché et pour les réalisations câblés (fpga, asic).
Finalement, pour éviter toute saturation des intégra-

teurs (partie récursive de H(z)), le calcul de N(z) doit
être e�ectué en amont des intégrations.

3.3 Algorithme de calcul

Nous dé�nissons :

a0 = w; a1 = w + 3; a2 = 2w + 3 (14)

La valeur courante de l'entrée est xi et on s'intéresse au
calcul de yi: Le calcul débute en i = 0.

n = a0(xi+w+2 � xi�w�2)
+a1(xi�w�1 � xi+w+1)
+a2(xi+1 � xi�1)

t1 = t1 + n
t2 = t2 + t1
t3 = t3 + t2
t4 = t4 + t3
t5 = t5 + t4
yi = C 0

p(t6 + t5)
t6 = t5

(15)

Tous les tj ainsi que n sont de simples variables tempo-
raires.

3.4 Initialisation de l'algorithme

En traitement d'image, parce que le nombre de données
sur chaque ligne (chaque colonne) est �ni, il est nécessaire
de faire attention à l'initialisation près des bords. A cause
du traitement en limite de stabilité, une mauvaise initia-
lisation conduit ici à une divergence du �ltre (mauvaises
conditions initiales sur les dérivées ...).
Près du bord gauche, certaines données ne sont pas dis-

ponibles (indices négatifs). Pour éviter une réponse transi-
toire près de x0; les données indisponibles (xi�w�2; xi�w�1
xi�1) doivent être remplacées dans (15) par la valeur de
x0 jusqu'à ce qu'elles deviennent disponibles. t1::4 et t6
doivent être initialement nulles et t5 initialisé à 2x0=C

0

p

qui est toujours une valeur entière quand x0 est entier.
Du côté du bord droit, si N est l'indice du dernier pixel,

les données (xi+w+2; xi+w+1; xi+1) doivent être rempla-
cées par xN quand elles deviennent indisponibles.

3.5 Performances

L'algorithme paog utilise seulement 11 additions et 4
multiplications. Un autre avantage est la réduction de la
bande passante : seulement 5 accès mémoires sont néces-
saires par pixel calculé. Pour comparer les performances,
nous avons implanté le �ltre gaussien (convolution clas-
sique) et le �ltre poag pour une même largeur de fenêtre
w: Les programmes ont été écrits en C et exécutés sur PC.
Les nombres ont été codés en entier. Le temps de calcul
du �ltre poag est bien sûr indépendant de w et donc de
�: le tableau 1 montre le gain en rapidité du �ltre poag
par rapport au �ltre gaussien réalisé par convolution.

Tab. 1 � Gain en rapidité

w 2 6 10 14 18 20
gain 1.77 4.25 6.71 9.17 11.6 12.9

Le gain croit bien sûr linéairement avec w ou �. La
supériorité liée à la structure récursive du �ltre poag est
évidente.

4 Implantation matérielle

4.1 Architecture

La �gure 3 montre les détails principaux de l'implanta-
tion matérielle. Les données retardées sont obtenues par
l'intermédiaire de registres et de deux mémoires A et B
de taille w utilisées en mode fifo. Les opérateurs les plus
critiques en temps de calcul sont les multiplieurs. Parce
qu'ils sont utilisés uniquement dans la partie non récur-
sive de l'architecture, ils peuvent être aisément pipelinés
pour augmenter le débit. La partie récursive n'utilise que
des additionneurs. Cette partie peut aussi être accélérée
en mettant en ÷uvre des additionneurs bit-pipelinés ou
à sauvegarde de retenue. On remarquera �gure 3 que les
sorties intermédiaires y(i) correspondent à un coe�cient
d'ampli�cation près à la ième dérivée de la sortie !
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Fig. 3 � Implantation matérielle. Les registres de pipeline
ne sont pas précisés sur cette �gure.

4.2 Dimensionnement

La présence des intégrateurs dans la boucle récursive
complique le dimensionnement des opérateurs et des che-
mins de données. Or, pour assurer la stabilité, il est néces-
saire d'éviter tout phénomène de saturation. Pour la par-
tie non récursive, on suppose les données d'entrées codées
sur M bits en non signé. On constate que les multiplieurs
sont de faibles dimensions. En e�et M est de l'ordre de 8
bits en traitement d'image et le plus fort coe�cient vaut
2w + 3: Un codage de ce coe�cient sur 8 bits conduit à
w = 126; soit une réponse impulsionnelle étendue sur 253
pixels ! le format en sortie de la partie non récursive est
entier signé et codé sur :

M + 3 + log2(w +
3

2
) bits (16)

Il est impossible de dimensionner un intégrateur en pro-
gressant de l'amont vers l'aval. On procède donc en sens
inverse. Puisque le gain global est unitaire, le résulat y de
la �gure 3 a une partie entière codée surM bits. Le format
en sortie du dernier additionneur est non signé de valeur :

M � log2 C
0

p (17)

Compte tenu du gain de 2 du dernier étage d'addition,
la sortie du dernier intégrateur utilise un bit de moins que
(17). Un intégrateur d'entrée u et de sortie v produit :

vn = un + vn�1 (18)

En inversant cette relation, on obtient :

un = vn � vn�1 (19)

L'entrée de l'intégrateur nécessite un bit supplémentaire
par rapport à sa sortie (pire cas). On peut alors établir la
valeur d'un majorant pour le dimensionnement qui corres-
pond au stockage en registre de y(4) (�gure 3) en entier
signé :

M + 3� log2 C
0

p 'M � 1 + 5 log2(w + 3) (20)

Les autres dimensionnements découlent aisément de cette
valeur.
Pour une implantation dsp avec un codage entier sur

32 bits, et un format d'entrée de 8 bits, la formule (20)
conduit à wmax = 29:

5 Conclusion

Nous avons montré que le �ltre poag est une bonne
approximation du �ltre gaussien. Par construction, c'est
aussi une excellente approximation du �ltre de Canny. Il
a une réponse impulsionnelle �nie mais peut avantageu-
sement être implanté sous forme récursive. Généralement,
l'utilisation des �ltres récursifs en image requiert quatre
balayages de l'image. Le choix d'une approximation po-
lynomiale de la réponse impulsionnelle conduit à un cas
limite où les pôles des parties causale et anticausale coïn-
cident. Il en résulte une réduction d'un facteur deux du
nombre des balayages et la suppression de la mémoire
d'image pour les applications temps réel. Cette structure
est aussi particulièrement bien adapté à un �ltrage gaus-
sien 1D (ou à ses dérivées) pour des signaux temps réel
à échantillonnage temporel. On pense généralement que
la représentation des nombres en �ottant donne des résul-
tats plus précis que la représentation entière. Ce �ltre ex-
hibe un contre exemple original : la stabilité n'est obtenue
qu'en travaillant en représentation entière. Toute la sim-
plicité de la réalisation découle de l'approximation poly-
nomiale. Ce type d'approximation pourrait ainsi conduire
à des implantations performantes d'autres types de �ltres
et notamment des ondelettes.
Cet exemple montre une fois de plus que l'Adéquation Al-
gorithme Architecture pro�te d'une ré�exion approfondie
sur les algorithmes. Quanti�er la qualité de l'approxima-
tion d'un algorithme à l'aide de critères "image" conduit
à une architecture qualitativement très di�érente des ar-
chitectures généralement utilisées.
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