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Résuḿe – Partant des travaux de Taleb et Jutten sur la séparation aveugle de ḿelanges post non lińeaires de sources, nous développons de
nouvelles ḿethodes utilisant les dérivées des transformations non linéaires et une paraḿetrisation de celles-ci par des fonctions constantes par
morceaux. On exprime tout d’abord le gradient du critère de l’information mutuelle en fonction de ces dérivées. Puis par la ḿethode de descente
oppośee au gradient, on met en place un algorithme de séparation. Enfin, nous illustrons la méthode par des simulations.

Abstract – Following the work of Taleb and Jutten on blind sources separation in post non linear mixtures, we develop new methods using the
derivatives of non linear transformations and a parametrization of them by piecewise constant fonctions. We begin by expressing the relative
gradient of mutual information in terms of the derivatives of non linear transformations. Then using the gradient descent method, we develop an
algorithm of separation. Finally, we illustrate the method by simulations.

1 Introduction

Durant ces dernières anńees, la recherche sur la séparation
aveugle de sources s’est activement dévelopṕee. Bien que le
cas des ḿelanges lińeaires instantańes ou convolutifs áet́e
beaucoupétudíe [6], [8], [2], [1], le cas des ḿelanges non
linéaires est encore peu abordé. Pour ce cas, une grande dif-
ficulté est la non identifiabilit́e : il existe en effet des ḿelanges
non linéaires de sources qui conservent leurs indépendances
(Darmois [4]). Il est donc impossible de réaliser la śeparation
aveugle de sources avec la seule hypothèse d’ind́ependance
et des contraintes de type structurel sont nécessaires. Pour
cette raison, nous considérons ici le cas des ḿelanges post
non linéaires. Ce genre de mélange est assez réaliste. De plus,
comme l’ont montŕe Taleb et Jutten [5], il permet la séparation
aveugle des sources.

Le mod̀ele de ḿelange post non lińeaire peutêtre d́ecrit
comme suit: On dispose des enregistrements de capteurs
X1, X2, . . . , XK provenant des transformations non linéaires
sur des ḿelanges lińeaires deK sources indépendantes,
S1, S2, . . . , SK , c’est-̀a-dire :

Xi = fi(
K∑
k=1

AikSk), i = 1, . . . ,K

oú Aik désigne le terme ǵeńeral de la matrice de ḿelangeA
inversible, etf1, f2, . . . , fK sontK applicationsmonotones.
Le but est de d́eterminerK applicationsg1, g2, . . . , gK et une
matriceB telles que les variablesY1, Y2, . . . , YK définies par,

Yi =
K∑
k=1

BikZk, oùZk = gk(Xk), pour touti = 1, . . . ,K.

repŕesentent une estimation des sourcesS1, S2, . . . , SK .
Dans un premier temps, nous présenterons deux nouvelles

méthodes de résolution du probl̀eme qui conduiront̀a deux

algorithmes diff́erents. Puis la partie 3 sera consacrée à
l’impl émentation nuḿerique des algorithmes. Enfin, quelques
résultats d’exṕerimentation seront présent́es dans la partie 4.

2 Méthodes de ŕesolution

Le principe de śeparation de sources consisteà rendre
le plus ind́ependantes possibles les sources reconstituées,
Y1, Y2, . . . , YK . En se servant de l’information mutuelle
comme fonction de contraste [2], Taleb et Jutten [5] ont obtenu
le critèreà minimiser suivant:

C(B, g1, . . . , gK) =
K∑
i=1

(H(Yi)−H(Zi))− log |det B|

où H désigne l’entropie de Shannon (pour toute variable
aléatoireT de densit́e pT , H(T ) = −E[log pT (T )]) et B la
matrice de śeparation.

A partir de la d́efinition de ce crit̀ere, ils ont propośe un al-
gorithme de śeparation utilisant la ḿethode de descente selon
le gradient relatif du crit̀ere (Cardoso [1]), expriḿe par rapport
aux fonctions non lińeairesg1, . . . , gK .

2.1 Approche non paraḿetrique

Nous pouvons remarquer que le critère d́efini par Taleb
et Jutten ne d́epend en fait que des dérivéesg′1, . . . , g

′
K de

g1, . . . , gK . En effet, il est invariant par ajout d’une constante
aux transformations non linéairesg1, . . . , gK . Ceci nous a
donc motiv́e à exprimer le gradient relatif du critère par rapport
aux argumentsB et g′1, . . . , g

′
K et à d́evelopper des ḿethodes

baśees directement sur cette paramétrisation.



2.1.1 Expression du gradient relatif du crit̀ere

Nous avons calculé le d́eveloppement de Taylor au1er ordre
deC(B+εB, g1 +δ1 ◦g1, g2 +δ2 ◦g2, . . . , gK +δK ◦gK) par
rapport à ε, δ′1, δ

′
2, . . . , δ

′
K autour de 0. Nous obtenons alors

comme expression du gradient relatif deC, la fonctionnelle
linéaire suivante,

ε, δ′1, δ
′
2, . . . , δ

′
K 7→

∑
1≤i 6=k≤K

εikE[ψYi(Yi)Yk] +

K∑
k=1

∫ {
E

[
1I+(Zk − z)

K∑
i=1

ψYi(Yi)Bik

]
− pZk(z)

}
δ′k(z)dz

oùψYi désigne la fonction score deYi (i.e.ψYi = −(log pYi)
′,

pYi étant la densit́e de Yi) et 1I+ désigne l’indicatrice de
[0,∞)(1I+(x) = 1 si x ≥ 0, 0 sinon).

2.1.2 Equations d’estimation

Utilisant le fait que le gradient s’annule lorsque le critère a
atteint son minimum, nous en déduisons leśequations d’esti-
mation suivantes

E[YjψYi(Yi)] = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ K,

E

[
1I+(Zk − z)

K∑
i=1

ψYi(Yi)Bik

]
= pZk(z), 1 ≤ k ≤ K.

Notons que ceśequations d’estimation sont bien satisfaites si
les variablesY1, Y2, . . . , YK sont effectivement ind́ependantes.

2.1.3 Méthode de descente opposée au gradient

La minimisation peut-̂etre ŕealiśee gr̂aceà la ḿethode de des-
cente du gradient. On ajuste les variablesB et g′1, . . . , g

′
K par

le sch́ema it́eratif suivant,λ etµ repŕesentent les constantes de
réglage:{

B 7→ B− λDB
g′k 7→ g′k(1 + µh′k ◦ gk) , 1 ≤ k ≤ K.

où D eth′k sont d́eduites des expressions du gradient. On a

Dij =

{
E[YjψYi(Yi)] 1 ≤ i 6= j ≤ K,
0 sinon.

Quant auh′k, pour1 ≤ k ≤ K, on les obtient de deux manières
diff érentes en fonction de la métrique adopt́ee :

- avec la ḿetrique normale (associée au produit scalaire de
l’espace de Hilbert des fonctions de carré int́egrable par rapport
à la mesure de Lebesgue), on a :

hnk
′(z) = pZk(z)− E

[
1I+(Zk − z)

K∑
i=1

ψYi(Yi)Bik

]
- avec la ḿetrique probabiliste (associée au produit scalaire

de l’espace de Hilbert des fonctions de carré int́egrable par rap-
port à la mesure de probabilité), on a :

hpk
′(z) = 1− 1

pZk(z)
E

[
1I+(Zk − z)

K∑
i=1

ψYi(Yi)Bik

]

2.2 Approche semi-paraḿetrique

Dans la ḿethode d́evelopṕee ci-dessus, seule la dérivée
des transformations non linéaires intervient. Il est alors
intéressant d’approcherg1, g2, . . . , gK par des fonctions conti-
nues lińeaires par morceaux dont les intervalles de linéarit́e
sont not́es[ξk,m, ξk,m+1], m = 1 . . .M − 1.On peut supposer
sans perte de géńeralit́e que les fonctionsg1, g2, . . . , gK sont
croissantes. Nous verrons dans le§ 3.2 comment cette condi-
tion peut-̂etre aiśement v́erifiée. Remarquons̀a pŕesent que la
compośee de deux fonctions lińeaires par morceaux est en-
core lińeaire par morceaux. Nous prendrons donc les fonctions
δk du § 2.1.1 continues lińeaires par morceaux dont les inter-
valles de lińearit́e sont[ζk,m, ζk,m+1], 1 ≤ m ≤ M − 1, où
ζk,i = gk(ξk,i), i = 1 . . .M, k = 1 . . .K. Leurs d́erivées
s’écrivent

δ′k(z) =
M−1∑
m=1

dk,m1I[ζk,m;ζk,m+1[(z).

2.2.1 Gradient relatif

En remplaçant les d́erivéesδ′k de la formule ci dessus, dans
l’expression du gradient relatif obtenu préćedemment, on a,
• Gradient relatif deC par rapport̀aB :

ε 7→
∑

1≤i 6=k≤K

εikE[ψYi(Yi)Yk].

• Gradient relatif deC par rapport̀adk,1, . . . , dk,M−1 :

dk,1, . . . , dk,M−1 7→
M−1∑
m=1

∫ ζk,m+1

ζk,m

E

[
1I+(Zk − z)

K∑
i=1

ψYi(Yi)Bik

]
dz

−P (ζk,m ≤ Zk ≤ ζk,m+1)dk,m, 1 ≤ k ≤ K.

2.2.2 Méthode de descente opposée au gradient

La minimisation du crit̀ere est ŕealiśee alors de la m̂eme
façon que dans l’approche non paramétrique en ajustant cette
fois les param̀etresdk,m selon le m̂eme sch́ema it́eratif qu’au§
2.1.3 mais avec les fonctionsh′k du § 2.1.3 d́efinies par

h′k(z) =
M−1∑
m=1

dk,m1I[ζk,m;ζk,m+1[(z).

Comme auparavant, lesdk,m, 1 ≤ k ≤ K, 1 ≤ m ≤ M − 1,
sont obtenus de deux manières diff́erentes selon la ḿetrique
adopt́ee :

- avec la ḿetrique de Lebesgue (associée au produit scalaire
< dk,., d

′
k,. >=

∑
dk,md

′
k,m(ζk,m+1 − ζk,m)), on a :

dk,m =
1

ζ
(m+1)
k − ζ(m)

k

{
P (ζk,m ≤ Zk ≤ ζk,m+1)

−
∫ ζk,m+1

ζk,m

E

[
1I+(Zk − z)

K∑
i=1

ψYi(Yi)Bik

]
dz

}
.

- avec la ḿetrique probabiliste (associée au produit scalaire
< dk,., d

′
k,. >=

∑
dk,md

′
k,mP (ζk,m ≤ Zk ≤ ζk,m+1)), on a :

dk,m = 1− 1
P (ζk,m ≤ Zk ≤ ζk,m+1)

×∫ ζk,m+1

ζk,m

E

[
1I+(Zk − z)

K∑
i=1

ψYi(Yi)Bik

]
dz.



2.3 Estimations de la fonction score

Notons que dans les algorithmes ci-dessus, seule la fonc-
tion score des sources reconstituéesY1, Y2, . . . , YK intervient.
Mais, leséquations d’estimation ne sont satisfaites que dans le
cas òu les fonctions scores sont exactes. C’est pourquoi, l’es-
timation de celles-ci doit̂etre a priori ŕealiśee de manìere tr̀es
précise. Plusieurs ḿethodes d’estimation des fonctions scores
peuventêtre utiliśees, la ḿethode des noyaux (Taleb et Jutten
[5]), la méthode des splines (Cox [3], Pin [7]). Nous présentons
ici une nouvelle ḿethode d’estimatioǹa partir de l’estimation
de l’entropie. En effet, la variation de l’entropie d’une variable
aléatoireT par rapportà une “petite” variable aĺeatoire∆
s’écrit,

H(T + ∆)−H(T ) = E[∆ψT (T )]
+termes d’ordre suṕerieur en∆

où ψT est la fonction score deT . Pour toute variable aléatoire
T , on notet1, . . . , tN un échantillon deT , H(t1, t2, . . . , tN )
un estimateur de l’entropie deT . En se basant sur l’égalit́e
préćedente, nous proposons d’estimer la fonction score deT
entn par

ψ̂T (tn) = N
∂H(t1, . . . , tN )

∂tn
, 1 ≤ n ≤ N.

Pour H, nous prenons une discrétisation de l’int́egrale,
−
∫
p̂T (T ) log p̂T (T ), où p̂T est un estimateur̀a noyau de la

densit́e pT de T . Par ailleurs, en remarquant quepT vérifie
pT (t) = −E[ψT (T )1I+(T − t)] nous proposons d’estimer la
fonction de ŕepartition deT par,

P̂T (t(M) ≤ T ≤ t(M+1)) =
t(M) − t(M+1)

N

M∑
n=1

ψ̂T (t(n)).

où t(1) ≤ . . . ≤ t(N) repŕesentent les statistiques d’ordre deT .

3 Impl émentation numérique

3.1 Algorithmes

Soientxk,n, n = 1, . . . , N , les observations enregistrées
par les capteurs etzk,n = gk(xk,n), l’algorithme d́evelopṕe
par Taleb et Jutten [9], modifièa chaque pas la matrice
B et les zk,n. En se basant sur l’expression préćedente du
gradient relatif, la nouvelle ḿethode que nous proposons
proc̀ede par ajustement de la matriceB et des diff́erences
z

(2)
k − z

(1)
k , . . . , z

(N)
k − z

(N−1)
k , où z

(m)
k = gk(x(m)

k ) et

x
(1)
k ≤ . . . ≤ x

(N)
k sont les statistiques d’ordre deXk. Dans

le cas de la ḿetrique probabiliste, l’algorithme proposé est
décrit dans l’encadré ci-contre, dans lequel̂Pk,m désigne une

estimation dePk,m = P (x(m)
k ≤ Xk < x

(m+1)
k ) = P (z(m)

k ≤
Zk < z

(m+1)
k ), {πk(n)} désigne la permutation définie par

z
(m)
k = zk,πk(m), et µ, λ sont deux“petites” constantes de

réglage.

Initialisations :
B = I

Y = Z = X
Boucle :
ψ̂Yi estimation deψYi ,i = 1, . . . ,K.

z
(m+1)
k − z(m)

k 7→ [z(m+1)
k − z(m)

k ]×[
1 + µ− µ z

(m+1)
k −z(m)

k

P̂k,mN

∑N
n=m+1

∑K
i=1 ψ̂Yi(yi,πk(n))Bik

]
k = 1, . . . ,K, n = 1, . . . , N

Normalisation deZ.

B 7→ B− λD̂B.

où D̂ij =

{
1
N

∑N
n=1 ψ̂Yi(yi,n)yj,n 1 ≤ i 6= j ≤ K,

0 sinon.

Y = BZ.

Normalisation deY .
Jusqu’à convergence.

Le cas de la ḿetrique normaléetant tout̀a fait semblable, nous
ne le d́etaillerons pas.

3.2 Normalisations

Comme il n’est possible de retrouver les sources qu’à un fac-
teur d’́echelle pr̀es et̀a une permutation près, nous imposons la
contrainte suivante,

∫
log g′k(x)pXk(x)dx = 0, k = 1, . . . ,K,

qui fixe les ind́eterminations sur les facteurs d’échelle de
g1, g2, . . . , gK . De plus, sans perte de géńeralit́e, nous pou-
vons imposer que les fonctionsg1, g2, . . . , gK soient stricte-
ment croissantes, ce qui se traduit simplement par les condi-
tionsz(m+1)

k −z(m)
k > 0, m = 1, . . . , N−1. Ces changements

ne modifient pas le critèreà condition de multiplier̀a droite la
matriceB par une matrice diagonale appropriée.
Au lieu de proćederà la normalisation des sources, nous pou-
vons ajuster la matriceB par une ḿethode invariante par chan-
gement d’́echelle. La matriceD de l’algorithme est alors mo-
difiée comme suit :[

D̂ij

D̂ji

]
=

[
Ê[ψ̂Yi(Yi)Yj ]/v̂ar(Yj)Ê[ψ̂2

Yi
(Yi)]

Ê[ψ̂Yj (Yj)Yi]/v̂ar(Yi)Ê[ψ̂2
Yj

(Yj)]

]
.

Les d́enominateurs représentent les termes diagonaux du Hes-
sien du crit̀ere relativement̀a la partie lińeaire.

4 Résultats exṕerimentaux

Nous pŕesentons sur la figure 1, les résultats d’une simula-
tion de la ḿethode semi-paraḿetrique avec

– Une grille de 10 points parmi les observations.

– La métrique probabiliste avec 32 itérations.

– L’estimation de la fonction score par la méthode
présent́ee ci-dessus.

– µ = 0.2, λ = 0.5.



– A =
(

1 0.6
0.7 1

)
etf1(x) = f2(x) = tanh(4x) + 0.1x

Seul est pŕesent́e ici le ŕesultat d’une simulation faite sous
des conditions particulières. D’autres simulations effectuées
nous ont permis de remarquer que les performances de l’algo-
rithme sont tr̀es influenćees par les composantes du mélange
et la ḿethode d’estimation de la fonction score. Les deux
métriques ont́egalement des effets très diff́erents sur la conver-
gence de l’algorithme. Avec la ḿetrique normale, l’algorithme
est plus stablèa la convergence. Nous pouvons aussi souli-
gner la convergence rapide de ces algorithmes en comparai-
son à celui de Taleb et Jutten [5], par contre, ils présentent
une grande instabilité quand le nombre d’itération augmente.
Enfin, les coefficientsµ et λ ont ét́e fixés empiriquement, on
peut envisager de les adapterà chaque it́eration afin de forcer
la convergence. Nous avons l’intention d’étudier pŕeciśement
dans quelles mesures les paramètres de l’algorithme affectent
ses performances.

5 Conclusion

Enétudiant les invariances du critère utiliśe par Taleb et Jut-
ten comme fonction de contraste, nous avons trouvé int́eressant
d’exprimer le gradient relatif du critère par rapport aux dérivées
des transformations non linéaires. Puis,̀a partir de ceci nous
avons pu d́evelopper une approche semi-paramétrique, consi-
tant en l’approximation des transformations non linéaires par
des fonctions continues linéaires par morceaux. Au cours de
ce travail nous avons aussi envisager une autre procédure d’es-
timation des fonctions scores. Ainsi d’autres algorithmes per-
mettant de śeparer les sources ont puêtre mis en place.
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Répartition conjointe de Ỳa la convergence.
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FIG. 1: Simulation


