Séparation aveugle de sources dans lesatanges post non ligaires.
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Résunt —Partant des travaux de Taleb et Jutten suiéfgasation aveugle de&tanges post non lgaires de sources, nouéwtloppons de
nouvelles néthodes utilisant lesétiveées des transformations nondaires et une paragtrisation de celles-ci par des fonctions constantes par
morceaux. On exprime tout d’abord le gradient dugegtde I'information mutuelle en fonction de cesigées. Puis par la éthode de descente
oppo£e au gradient, on met en place un algorithmegpagation. Enfin, nous illustrons laathode par des simulations.

Abstract — Following the work of Taleb and Jutten on blind sources separation in post non linear mixtures, we develop new methods using the
derivatives of non linear transformations and a parametrization of them by piecewise constant fonctions. We begin by expressing the relative
gradient of mutual information in terms of the derivatives of non linear transformations. Then using the gradient descent method, we develop an
algorithm of separation. Finally, we illustrate the method by simulations.

1 Introduction algorithmes diférents. Puis la partie 3 sera conésca
I'impl émentation nur@rique des algorithmes. Enfin, quelques

Durant ces deraires anées, la recherche sur lagaration  résultats d’exprimentation seront psenés dans la partie 4.
aveugle de sources s’est activemeatvelopjee. Bien que le
cas des ralanges likaires instant@s ou convolutifs gt
beaucoupetudié [6], [8], [2], [1], le cas des manges non
linéaires est encore peu aberdPour ce cas, une grande dif-
ficulté est la non identifiabiki: il existe en effet des @éfanges
non lintaires de sources qui conservent leur€pehdances
(Darmois [4]). Il est donc impossible déaliser la éparation
aveugle de sources avec la seule hypséhd’indpendance
et des contraintes de type structurel soBtessaires. Pour
cette raison, nous cong&rbns ici le cas des @langes post
non linaires. Ce genre deélange est asseealiste. De plus, K
comme I'ont monté Taleb et Jutten [5], il permet I&garation C(B,g1,-.- ,9x) = Z (H(Y;) — H(Z;)) — log| det B|
aveugle des sources. i=1

Le mockle de nélange post non ligaire peutétre decrit I desi ! ie de Sh iabl
comme suit: On dispose des enregistrements de captetﬂ% Zdesigne envtrople e Shannon (pour toute variable
aleatoireT” de densk pr, H(T) = —Ellog pr(T)]) etB la

2 Methodes de esolution

Le principe de 8paration de sources consiskerendre
le plus incependantes possibles les sources recobsttu
Y1,Ys,...,Yg. En se servant de linformation mutuelle
comme fonction de contraste [2], Taleb et Jutten [5] ont obtenu
le criterea minimiser suivant:

X1, X5,..., Xk provenant des transformations norélaires ice de ¢ X
sur des mdlanges ligaires de K sourcesindépendantes matrice i€ eparathn_._ . : .
raet A dira - A partir de la efinition de ce crire, ils ont propds un al-
S51,89,...,5k, C'esta-dire : . B} . o "
K gorithme de gparation utilisant la @thode de descente selon
) le gradient relatif du crére (Cardoso [1]), exprigapar rapport
Xi:fi(ZAikSk)v Z:17"' 7K g 3 HAP ( [ ]) p p pp
Pt aux fonctions non ligairesgy, . .. , gk
ol A, désigne le terme&réral de la matrice de alangeA
inversible et f1, fo, ..., fx sontK applicationgnonotones 21 A L
S . roche non paranetri
Le but est de dterminerK applicationsy, gs, ... , gk €tune ppro on para que
matriceB telles que les variables;, Ys, . .., Yi définies par, Nous pouvons remarquer que le éri cfini par Taleb
K et Jutten ne @pend en fait que desedvéesyi,... , g5 de
Y; = BirZk, 0U Z), = gr(Xy), pourtouti = 1,... , K.  gi,...,gx. En effet, il est invariant par ajout d'une constante
k=1 aux transformations non lairesgy,...,gx. Ceci nous a
repiesentent une estimation des souresSs, . .. , Sk. donc motive a exprimer le gradient relatif du cgite par rapport
Dans un premier temps, nouségenterons deux nouvelles aux argument® etgj,... , g% eta cevelopper des Bthodes

méthodes deésolution du prolme qui conduiront deux bases directement sur cette paktnsation.



2.1.1 Expression du gradient relatif du critere

Nous avons calcélle ceveloppement de Taylor ai” ordre
deC(B+¢eB, g1 +01091,92+02002, ... , 9k +0Kx 0gK) par
rapporta e, 81, 65, . .
comme expression du gradient relatif dg la fonctionnelle
linéaire suivante,

! !/
€,01,05,...

> By, (Y)Yl +

1<i#£k<K

/!
a(sKH

— Pz (2)} O (2)dz

ol vy, désigne la fonction score d§ (i.e. ¢y, = —(log py,)’,
py, étant la dens#t deY;) et 1, désigne l'indicatrice de
[0,00)(A4(x) = 1siz > 0,0 sinon).

2.1.2 Equations d’estimation

Utilisant le fait que le gradient s’annule lorsque le &rit a
atteint son minimum, nous ereduisons legquations d’esti-
mation suivantes

ElYyy, (V)] = 0, 1<i#j<K,
K
E ]l+(Zk_Z)Z¢K;(}/i)Bik = pz.(2),1<k<K.
i=1

Notons que cegquations d’estimation sont bien satisfaites si

les variabled?, Y, . .. , Y sont effectivement ingpendantes.

2.1.3 Methode de descente oppés au gradient

La minimisation peugtre eali€e gacea la méthode de des-
cente du gradient. On ajuste les varialiest i, ... , g% par

., 0% autour de 0. Nous obtenons alors intéressant d’approcher, g, . . .

2.2 Approche semi-parangtrique

Dans la néthode @évelopgee ci-dessus, seule leevee
des transformations non Baires intervient. Il est alors
, gk par des fonctions conti-
nues lireaires par morceaux dont les intervalles dé&dirie
sont Noés[&y i, Ek,m+1], m=1... M — 1. On peut supposer
sans perte deégéralitt que les fonctiong, gs,. .. , gx sont
croissantes. Nous verrons dans;18.2 comment cette condi-
tion peutétre aig€ment erifiee. Remarquona piesent que la
compoge de deux fonctions lgaires par morceaux est en-
core lirgaire par morceaux. Nous prendrons donc les fonctions
0 du § 2.1.1 continues li@aires par morceaux dont les inter-
valles de liari€e sont[C; m, Ck,m+1], 1 < m < M —1, ol
Chi = gr(€ryi), © = 1...M, k = 1...K. Leurs cerivees
s’écrivent

M-1

6;9(2:) = Z dk7mj'|[Ck,m;CA:,m,+1[(Z)'

m=1

2.2.1 Gradient relatif

En remplacant lesé&tiveess, de la formule ci dessus, dans
I'expression du gradient relatif obtenuggedemment, on a,
e Gradient relatif d&”' par rappora B:
Y enEy (Y)Yl
1<i#k<K
o Gradient relatif de”' par rapportidy 1, . .

E

ol -1
dia,. .. dga—1
M—1

Crym+1
>

m=1

*P(Ck,m, § Zk S Ck‘,m+1)dk,m;

K
E|1.(Zx - 2) ) ¥y, (Yi)Bax | dz
=1

1<k <K.

2.2.2 Meéthode de descente oppés au gradient

La minimisation du crigre est eali®e alors de la gme

le sclema igratif suivant\ et i repiesentent les constantes de facon que dans I'approche non pagngue en ajustant cette

reglage:

B — B - \DB

gk gr(L+ phi o gk)
ou D eth), sont ceduites des expressions du gradient. On a

b _ J BN (V)] 1<i#j<K,
N 0 sinon

L 1<k<K.

Quantau/, pourl < k < K, on les obtient de deux manes
différentes en fonction de laétrique adoyite :

- avec la nétrique normale (assdm au produit scalaire de
I'espace de Hilbert des fonctions de &imtégrable par rapport
ala mesure de Lebesgue), on a:

hi'(2) = pz,(2) - E

K
1(Zx —2) ) ¥y, (Yi)Buk
=1

- avec la nétrique probabiliste (ass@= au produit scalaire
de I'espace de Hilbert des fonctions de éantegrable par rap-
porta la mesure de probab#i, on a:

1

h’z/(’z) =1- Pz, (Z)

E

1 (Zk — 2)

fois les pararétresdy, ,, selon le néme sckma i€ratif qu'aus§
2.1.3 mais avec les fonctiorts, du§ 2.1.3 cefinies par
M—-1
(2) = Y dim gy it (2)-

m=1

dk,m

Comme auparavant, lel ,,,, 1 <k < K, 1<m <M -1,
sont obtenus de deux maneés diferentes selon la @étrique
adopee:
- avec la netrique de Lebesgue (asseeiau produit scalaire
<di.,dy >= 3 dkmdy  (Cemr1 — Grom)), ON AL
1
M{P(Ck,m < Zk < Com+1)
Cr Gk
Ckyma41 K
—/ E|1.(Z,—2) > by, (Yi)Ba| dz p .
(k,vn =1
- avec la nétrique probabiliste (ass@® au produit scalaire
<dy,.,dj >= Y dpmdy 1, P(Coom < Zi < Cpmy1)), ONA:
P(Clam S Zk S Ck,m+1)
Ck,yma41
/ E
Creym

dk,m =1

K
14 (Zk —2) Yy, (Yi) B | da.
=1




2.3 Estimations de la fonction score

Notons que dans les algorithmes ci-dessus, seule la fon
tion score des sources recongigY?, Yo, ... , Y intervient.
Mais, leséquations d’estimation ne sont satisfaites que dans

cas a les fonctions scores sont exactes. C'est pourquoi, 'es-

timation de celles-ci doiétre a priori ealie de marire tes
précise. Plusieurs éthodes d’estimation des fonctions scoreg
peuventétre utili€es, la rdthode des noyaux (Taleb et Jutten
[5]), la méthode des splines (Cox [3], Pin [7]). Noug€pentons
ici une nouvelle rathode d’estimatior partir de I'estimation
de I'entropie. En effet, la variation de I'entropie d’une variable
aléatoireT' par rapporta une“petite” variable atatoire A
s’écrit,
H(T+A)—-H(T)

E[Ayp(T)]

++termes d’ordre sugrieur e\

ou ¢ est la fonction score d€. Pour toute variable ahtoire
T, on notety, ... ,ty unéchantillon deT’, H(tq,ta,... ,tN)
un estimateur de I'entropie d€. En se basant surdpalie
précedente, nous proposons d’'estimer la fonction scoréd de
ent,, par

Initialisations :

B=1
C-
Y=7=X
dBoucle :
Yy, estimation de)y, i =1,... | K.
Z](Jn-&-l) . Z](Cm) N [ZI(G’rrL-&-l) . z,(cm)]x
<m+1) (rn) N K -
|:1 +u— ,LL P, N n=m+1 Zi:l d))ﬂ (yiﬂk("))Bik’
k=1, .  Kn=1,. N

Normalisation deZ.

B — B - \DB.
b, = | T o iy, 1<i#j <K,
70 sinon

Y =BZ.

Normalisation d&’.
Jusqu’a convergence.

OH(t1,. ..
ot

7tN)

)

dr(te) =N 1<n<N.

Pour H, nous prenons une dig&trsation de linégrale,
— [ pr(T)log pr(T), o pr est un estimateur noyau de la
densié pr de T. Par ailleurs, en remarquant qpe vérifie

pr(t) = —E[r(T)1y
fonction de épartition deT” par,

M

Z (™).

t(M) _ f(M+1)

pT(t(M) <T< t(M-i-l))

gi1,92, ...
vons imposer que les fonctions, go, . . .

Le cas de la ratriqgue normal&tant toua fait semblable, nous
ne le cktaillerons pas.

3.2 Normalisations

Comme il n’est possible de retrouver les sourcesigun fac-

(T — t)] nous proposons d’estimer la teur d’echelle pés eta une permutation ps, nous imposons la

contrainte suivantef log g;.(z)px, (z)dz =0,k =1,... | K,

qui fixe les ingtterminations sur les facteursédhelle de
,9x. De plus, sans perte degeralite, nous pou-
, g soient stricte-

ment croissantes, ce qui se traduit simplement par les condi-
(m+1) __(m)

- 1) () 3 - , tionsz,, —z, >0, m=1, = ,N—1. Ce_s phange_ments
ot ¢ < ... < ¢(™) repesentent les statistiques d'ordreBe e modifient pas le cirea condition de multiplie& droite la
matriceB par une matrice diagonale apprdi
Au lieu de proédera la normalisation des sources, nous pou-
3 |mp| émentation numérique vons ajuster la matricB par une nethode invariante par chan-

3.1 Algorithmes

Soientxy,, n = 1,...,N, les observations enregiges
par les capteurs e, ,, = gi(zi,), 'algorithme cevelope
par Taleb et Jutten [9], modifi@ chaque pas la matrice
B et lesz ,. En se basant sur I'expressionépdente du
gradient relatif, la nouvelle athode que nous proposons

procdde par ajustement de la matrif® et des diferences
(N—l) (m) (m)

z,(f) - z,(gl),... z,(cN) - ,ou 2" = gr(x)") et
a;,(cl) < ... < x( ) sont Ies statistiques d’'ordre d€,. Dans

le cas de la retrlque probabiliste, I'algorithme prop@sest
décrit dans I'encadr ci-contre, dans lequé?, ,,, désigne une

estimation deP; ,, = P(z\™ < X, < 2"y = p(z{™ <

Zy < z,im“ ), {mr(n)} désigne la permutationé&dinie par
z,im) = Zi,m.(m), €t 1, A sont deux‘petites” constantes de
reglage.

gement déchelle. La matricd de I'algorithme est alors mo-
difiée comme suit:

{L?U} Eliy, (Y)Y;1/98(Y;) E[3, (1))
D;; Eliy, (Y;)Yi] /@Y, E[2, (Y;)

Les cenominateurs repsentent les termes diagonaux du Hes-
sien du criere relativemena la partie lirgaire.

4 Reésultats ex@rimentaux

Nous pésentons sur la figure 1, lessultats d’'une simula-
tion de la néthode semi-paragtrique avec

— Une grille de 10 points parmi les observations.
— La métrique probabiliste avec 3Zitations.

— Lestimation de la fonction score par la éthode
présenge ci-dessus.

— u=02A=0.5.



— A= (0%7 016) et fi(z) = fo(x) = tanh(4z) + 0.1z

Seul est peseng ici le resultat d’'une simulation faite sous
des conditions particires. D’autres simulations effeétes
nous ont permis de remarquer que les performances de I'algo-
rithme sont tés influenées par les composantes délange

et la methode d’estimation de la fonction score. Les deux
meétriques onégalement des effetss differents sur la conver-
gence de I'algorithme. Avec la&trique normale, I'algorithme

est plus stablé la convergence. Nous pouvons aussi souli-
gner la convergence rapide de ces algorithmes en comparai-
sona celui de Taleb et Jutten [5], par contre, ilegentent
une grande instabiBt quand le nombre dération augmente.
Enfin, les coefficients, et A ont &t fixés empiriquement, on
peut envisager de les adaptechaque &ration afin de forcer

la convergence. Nous avons l'intentiorétiidier peci€ment
dans quelles mesures les pagdras de I'algorithme affectent
ses performances.

5 Conclusion

Enétudiant les invariances du @te utili€ par Taleb et Jut-
ten comme fonction de contraste, nous avons &ongressant
d’exprimer le gradient relatif du céte par rapport auxétivees
des transformations non Baires. Puisa partir de ceci nous
avons pu évelopper une approche semi-paéirigue, consi-
tant en I'approximation des transformations noreéires par
des fonctions continues Baires par morceaux. Au cours de
ce travail nous avons aussi envisager une autrecpliioe d’es-
timation des fonctions scores. Ainsi d’autres algorithmes per-
mettant de &parer les sources ont ptre mis en place.
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Fic. 1: Simulation



