Segmentation de signaux sous contrainte de longueur minimale
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Résumé — On considére des signaux aléatoires dans un cadre paramétrique en vue de les segmenter. On utilise un modéle
statistique bayésien construit a 'aide de la fonction de vraisemblance. Les paramétres inconnus sont les paramétres du modéle
statistique sur chaque segment, le nombre de segments et les instants de changement. On trouve ces paramétres par une méthode
hors ligne en résolvant un probléme d’optimisation du type M.A.P (Mazimum a posteriori). Une contrainte sur la longueur des
segments peut étre ajoutée pour que ce probléme ait une solution. Plusieurs algorithmes ont été essayés sur des simulations.

Abstract — This paper presents a method for segmentation of random signals in parametric statistical model. We construct
a maximum likelihood criterion with a bayesian model and we use the M.A.P method (Mazimum a posteriori). The unknown
parameters are the numbers of segments, the instants of change and statistical model parameters between changes. A constraint
about the segments length can be introduced to obtain a solution to the optimisation problem. Several algorithms have been
experimented with simulations to estimate off-line parameters.

1 Modéle statistique Lorsqu’il y a changement en t le nouveau segment dé-
marre 3 la valeur ¢.
1.1 Introduction Par cohérence on fixera donc, B; = 1.

On considére un signal aléatoire X = (Xy)=1,..., T, réel

) ; o ¢ : D’autre part dans ce modéle les instants de changement
stationnaire par morceaux. Cela signifie qu’il existe des

deviennent aléatoires. Ils sont notés (T'(1),...,T(v)) et ils

instants dont le nombre, v, et les valeurs, (¢(1),...,t(¥)) ot qefinis par :
sont inconnus auxquels le processus change de loi : on dit
que ce sont des instants de changement ou de rupture. T(1) =1

On suppose que entre les instants t(k) et t(k+1) la restric-
tion du signal X (k) = (X¢)i=¢(k),... t(k+1)—1, €St station- et

naire pour tout £ = 1,...,v (on notera, par convention,
tw+1)=T+1). T(k)=inf {T(k—1) <t <T,R(t) =1}
pour k=2,...,v
Le probléme est la décomposition de ce signal : (2)
1. Trouver le nombre et la valeur des instants de chan- Nous supposerons dans un premier temps que R est une
gements de modele. suite de variable aléatoires indépendantes.
2. Identifier les lois des restrictions & chaque segment  La méthode utilisée est une méthode bayésienne.
du signal.

On notera pour t=2,...,T :
La méthode proposée n’est pas séquentielle, mais glo-

bale, hors ligne. Elle est fondée sur un modéle de proces- A=PR;=1) (3)
sus aléatoires cachés dont les états sous jacents sont au
nombre de 2. Elle s’appuie sur le travail de Marc Lavielle
dans [3] en apportant des éléments nouveaux notamment

Dans ces conditions la vraisemblance de R est donnée
par :

. — yv—1 _ T—v

la possibilité d’imposer une contrainte sur la longueur d’un L7z, 773 A) = A (1=X) (4)
segment. On notera 3 la fonction :

IB(TJ/\) :_lnL(]‘JTzJ“‘JTT;)\) (5)

1.2 Modéle statistique Nous supposerons que pour k= 1,...,v, laloi de X (k)

On note, B = (Ry)i1...r, le processus aléatoire a 2 ;(()Z;iitionnellement 4 R est paramétrique de paramétre

états : :
s On note L(z¢(k—1)+1,- - - » Te(k); 0(K)), la vraisemblance de
Ry=0 siil n’y a pas de changement en t la loi de X (k) et § = (6(1),...,0(v)), le vecteur des para-

(1)

R, =1 si il y a changement & l'instant t metres.



1.3 Construction du critére

Le principe du maximum a posteriori (M.A.P) nous
conduit & estimer la suite des états sous-jacent, r, le vec-

teur des paramétres 6, en maximisant P(R =r/X = z).
De maniére classique [2] on obtient alors :
1
PR=r/X=xz)=— exp—U(\,1,0) (6)

Z

La fonction U est une fonction d’énergie définie par les
équations suivantes :

T
r) = Z T4
t=1

:(V— NInA—(T

B(r,A) = —v)ln(1-2X) )
V(x;r,0) ZIHL Li(k)s -+ a$t(k+1)—150(k))
U(z; A,r,0) = V(w;r, 6) + B(r,A)

La fonction U est donc la somme de 2 fonctions :

1. La fonction V' qui mesure la distance entre 1’obser-
vation et le modéle

2. La fonction 8 qui mesure la qualité du modéle

La solution du probléme est donc :

(70,007, 4) = argminU(ss A,6)  (8)

’7'70

On notera que X\ n’apparait que dans la fonction 3, alors
que 0 n’apparait que dans la fonction V. Ces paramétres
peuvent donc étre calculés préalablement.

La minimisation en A se fait simplement. On obtient :

~ v-—1
AT
B*(v) =B(r, ) )
=T-1D)n(T-1)—(v—-1)In(w-1)

—(T-v)In(T -v)

Dans de nombreux cas il existe une formule explicite
pour calculer 'estimateur 8 de 6 & valeur de r fixée.
On note alors :

~

V*(x;r) = V(;0(r)) (10)

Lorsque ce calcul est possible, la fonction d’énergie U
devient, :

U*(w;7) = U(z; A,6(r))
=V¥(z;r) + 87 (v(r))

Nous devons alors résoudre le probléme de minimisation
suivant :

(11)

7 = argmin U*(z; 1) (12)
A,r,0

2 Exemple

2.1 Changements de moyenne

Considérons ’exemple d’un signal aléatoire gaussien avec
des sauts de moyennes.
Le modéle est le suivant :
On note € = (&)¢=1,...,r un bruit gaussien centré, de va-
riance o2 et n = (/J/t)tzl’.“’T une fonction constante par
morceaux.
On suppose que y prend v valeurs successives.

On notera m le vecteur ainsi défini :

m = (u(1), .., u(v)) (13)
Le signal x est alors défini pour t =1,...,T par :
=pt + €
=u(k) + € (14)
pourt=t(k)...,t(k+1)—letk=1,...,v

On suppose que la variance o2 est connue.
La fonction V est alors définie par :

v t(k+1)—1
V(zsr,m) = — Z Z (my — (15)

20% (o .~ #(k)
La moyenne sur un segment est alors estimée par la

moyenne empirique. On note pour k =1,...,v
t(k4+1)—1
t=t(k) (16)
m =(i(1), ..., i4(v))

V*(z;r) =V (x5, m)

Le modéle que nous avons obtenu peut aussi étre utilisé
pour des variables non gaussiennes. La fonction V est alors
simplement le contraste des moindres carrés.

2.2 Changements de moyenne et de va-
riance

Dans ce cas , la variance change aussi de valeur aux
instants de changements. On introduit

s? = (0°(1),...,0%(v)) (17)
On a alors
1 t(k+1)—1
ak) = Hh+1) — (k) t_tz(:k) Tt (18)
R v t(k+1)—1
o*(k) = (k+1 ) —t(k ; ttz(k)
(19)

V(zsr,m,s?) =T + % Stk + 1) — t(k)) In 2 (k)
k=1

(20)



3 Contrainte sur le modéle

3.1 Nécessité d’une contrainte

Dans les paragraphes précédents on a supposé que le
processus des états sous-jacent R, est constitué de va-
riables aléatoires indépendantes. En fait lorsqu ’il n’y a
pas beaucoup d’observations, ’algorithme a tendance &
tronconner le signal en de nombreux segments. Cela est
possible car I’hypothése d’indépendance entraine la pos-
sibilité d’avoir des ruptures trés rapprochées.Par exemple
dans le cas du changement de moyenne, la fonction d’éner-
gie est minimum (et vaut 0), lorsque chaque point repré-
sente un segment.

Plusieurs types de contraintes peuvent étre envisagés :

1. Fixer le nombre de segments :
On peut alors utiliser les mémes algorithmes que
ceux que nous décrivons dans la suite en les arrétant
4 la valeur choisie. Mais nous souhaitons ici conser-
ver le nombre de changement comme une inconnue.

2. Modifier la fonction d’énergie
C’est la solution préconisée dans [3].
La fonction B(r) est remplacée par :

Bo(r) = bv (21)

La fonction Sy ne dépend donc que du nombre de
changement et d’un paramétre de réglage b dont la
valeur est fixé par 'expérimentateur en fonction de
ses attentes. L’inconvénient de cette approche est
que le paramétre b est un paramétre abstrait peu
accessible dans la pratique.

3. Ajouter une contrainte sur la taille des seg-
ments
On ajoute une contrainte supplémentaire que 1'on
peut choisir en fonction de la connaissance préalable
que 'on a du signal que 'on étudie, qui est d’im-
poser une longueur minimale pour chaque segment
notée 7. La solution que ’on cherche n’est alors pas
le minimum global de la fonction d’énergie mais le
premier minimum local en partant de 0.

3.2 Contrainte de longueur minimale des
segments

Le processus R devient alors un processus aléatoire semi-
markovien.
En fait lorsque 7 = 0 le processus est composé de variables
indépendantes (comme en 1.2).
Si 7 =1 le processus est une chaine de Markov & 2 états,
0 et 1, de matrice de transition :

P= [IIA 6\] (22)

De plus on a toujours Ry = 1;

Pour 7 > 1, le processus R est un processus semi-
markovien, & temps discret que I’on supposera & 2 états 0
et 1, dont la transition est définie de la maniére suivante.
On note (Uj);=1,2,..., la suite des instants de changement
d’états du processus R et (pj)j=1,2,... la suite des états

successifs.

On a alors
pj = Ry, (23)

De plus par convention Uy =1 et p; = 1.

On peut alors définir les probabilités de transition du pro-
cessus :

On note

Aj:(ul,...,uj_l;rl,...,rj_l) (24)
la suite des états successifs jusqu’a l'instant j — 1 et
m(uj, rjsuj-1,mi-1) = P(Uj = uj, pj = rj/A;)  (25)

la probabilité de transition du processus.

Alors
7T(’u]'_1 +1, l;u]'_l, 1) =1 (26)
7T(’LLJ'_1 +1,1u51, =1 (27)
et
A sit>T
u;—1 +t,1;u;-1,0) = L 28
(U1 i=1,0) {0 sil<t<rT (28)
1—-X sit>71
m(u;—1 +t,0;u;-1,0) = T 29
(Ui i-1,0) {1 sil<t<r (29)

On peut alors remarquer que pour j = 2k, por, = 0 et pour
J=2k+1, popy1 =1

Cela signifie que le processus R est entiérement d’éterminé
par la suite des temps (u;)j=1,2,...,», sachant que & l'ins-
tant ugg il y a transition de I’état 0 & ’état 1 et & 'instant
uap+1 il y a transition de ’état 1 & I’état 0.

La suite (us, .- -, us,) est la suite des instants de rupture

(#(1),...,t(v)) La loi de u, est déterminée pour m =
1,...,vpar:
A1 =NT sit>T
P(ugg —ugp—1 =t) = -
(2 k-1 = 1) {O sil<t<rT
(30)

et

P(u2k+1 — U2k = 1) =1 (3].)

La vraisemblance de ce processus se calcule aisément.
On note

M; =max (T, T(v) + 1) (32)
On a alors :
B(r,A) = —InL(1,re,...,r7; N)
=—(v-1)1nA (33)

—(M;—(t+1v) In(1-X)
On peut alors calculer l'estimateur du maximum de
vraisemblance A de A et la fonction 8* associée.

v—1
= 4
M, —1v-1 (34)

>

B* (v, T(v),7) =B(r, A)
=M, = (t+ 1)v) In(M, — (1+ 1))
—wv—=1)In(v-1)
—(M;—7v—=1) In(M,; —7v—1)
(35)
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F1G. 1 — Saut de moyenne et variance

4 Simulation numérique

Numériquement on peut calculer la solution de ce pro-
bléme de 3 maniéres :

1. L’utilisation de I’algorithme de Fischer basé sur la
programmation dynamique [1] : cet algorithme a le
mérite de donner une solution exacte et donc une
segmentation optimale mais a le défaut d’étre trés
long.

2. L’utilisation d’algorithme de recuit simulé avec dif-
férentes stratégies [2],[3] : le résultat est variable et
surévalue souvent le nombre de changements.

3. La segmentation par instant de changement succes-
sif, consistant & calculer la position de I'instant de
changement minimisant la fonction d’énergie, puis
réitérer 'opération pour trouver ’instant de change-
ment suivant minimisant la fonction d’énergie, sans
remettre en cause les instants déji obtenus.On s’ar-
réte lorsque la fonction d’énergie augmente.

Cette méthode est trés rapide et donne sur toutes les
simulations essayées le résultat optimal c’est & dire
celui donné par Ialgorithme de Fischer.

La figure 1 représente un signal avec 3 changements de
moyenne et de variance aux instants : 200, 500 et 900.

Pour 7 = 50, on a représenté la fonction d’énergie mi-
nimale en fonction du nombre de segments dans la figure
2.

On a obtenu les résultats suivants :

1. Algorithme de Fischer

Changements : 7 = [1 199 409 501 901 982]
Temps de calcul : ¢t ~ 2heures

2. Recuit simulé
Nombre de changements : v = 15

1000

950

900

8501

800

750

650 1

600 ! ! ! ! !
1

FiG. 2 — Fonction d’énergie

3. Détection successive
Changements : r = [1 199 409 501 901 982]
Temps de calcul : t = 17s

On peut remarquer que si on avait mis comme contrainte
le nombre de segments on aurait obtenu : r = [1 199 501 901]

et que d’autre part si 7 = 1, on n’ obtient pas de so-
lution, la fonction d’énergie minimale étant décrois-
sante.
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