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Résumé –
Cet article traite de l’estimation ”en aveugle” d’une marche aléatoire en fréquence noyée dans un très fort niveau de bruit avec

pour cadre applicatif l’extraction de piste fréquentielle en sonar passif (voir [1] pour détails). Pour tenir compte du caractère
”aléatoire” de la piste de fréquence, on modélise l’évolution temporelle de celle-ci par une châıne de Markov cachée stationnaire.
Toutefois tous les paramètres de cette modélisation sont inconnus en pratique et doivent être estimés. Nous proposons un nouvel
algorithme s’appuyant d’une part sur une approche dite ”Track Before Detect”pour s’affranchir du problème de la méconnaissance
du rapport signal à bruit et d’autre part sur une modification de l’algorithme de Baum-Welch (pour l’estimation des probabilités
de transition d’état à état). L’utilisation de cet algorithme sera illustrée par un jeu de simulation synthétique.

Abstract –
This paper deals with automatic frequency line tracking encountered for example in passive sonar system. The fluctuating

behavior of the track is modeled by a hidden Markov model (HMM). Unfortunately the parameters of the HMM are unknown
in practice and must be estimated. We propose a new algorithm based on Track Before Detect approach to be independent of
the SNR knowledge and on a modification of the Baum-Welch algorithm to estimate state transition probabilities. Intensive
Monte-Carlo simulations will show the efficiency of this new algorithm.

1 Introduction

Pour un sonariste, l’extraction automatique de pistes
fréquentielles permet de détecter, classifier voire de trajec-
tographier une cible manœuvrant à proximité de l’antenne
sonar. Les émissions acoustiques générées par la machine-
rie (engrenages, arbres, etc, . . . ) des engins en déplacement
ont la propriété de posséder un spectre bande étroite évo-
luant de manière très significative dans le temps. Pour
cette raison, un sonariste travaille sur une image temps-
fréquences appelée ”Lofargramme” pour visualiser l’évolu-
tion de ces signatures acoustiques représentées dans l’image
par des morceaux de pistes. L’extraction de piste revient à
estimer les variations de chaque pistes fréquentielles pré-
sentes. Toutefois, l’objet de cet article porte sur l’estima-
tion d’une seule piste de fréquence.

Nous avons utilisé par le passé (article du GRETSI’99
[2]) une modélisation par châınes de Markov cachées pour
estimer cette marche fréquentielle. Une châıne de Markov
cachée stationnaire est complètement définie par le triplet
λ , (π, A,B) où π désigne le vecteur des probabilités a
priori de la châıne à l’instant initiale, A désigne la ma-
trice des probabilités de transition d’état à état entre deux
instants consécutifs et B la matrice des vraisemblances
conditionnelles aux états. En pratique ces quantités lors-
qu’elles sont inconnues, peuvent être estimées via l’algo-
rithme de Baum-Welch [3] à partir des mesures reçues.

Cette estimation des paramètres s’avère délicate surtout
lorsque la dimension de l’état est grande ou que le nombre
d’itérations devient important [1]. Par exemple, concer-
nant l’estimation des probabilités de transition d’état à
état, il est possible que certaines transitions se voient at-
tribuées une probabilité quasi nulle au cours des itérations,
interdisant par conséquent le suivi de certaines pistes fré-
quentielles.

2 Positionnement du problème

Soit l’observation d’une sinusöıde de phase instantanée
ϕ(t) et corrompue additivement avec un bruit de mesure
Gaussien telle que :

s(t) = a(t) sin (ϕ(t)) + ε(t), t ∈ [0, T ] , (1)

avec ε(t) ∼ N (0, σ2
ε ). La fréquence instantanée est alors

définie par :

f(t) , 1
2π

dϕ(t)
dt

(2)

Ce signal est échantillonné régulièrement avec un pas tem-
porel ∆t et découpé en K blocs adjacents de N points. Les
variations de f(t) et de a(t) sont supposées suffisamment
lentes par rapport à fe pour que l’on considère f(t) et
a(t) constants à l’intérieur des blocs k = 1, . . . , K. On
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modélise l’observation associée au bloc k par :

sk(n∆t) = ak sin (2πfkn∆t + φk) + εk(n∆t), (3)

où φk ∈ [0, 2π].
On calcule le périodogramme des K signaux sk(n∆t)

noté Pk , (Pk,0, . . . , Pk,N−1), k = 1, . . . , K avec :

Pk,i , 1
N

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

sk(n∆t) exp
(
−j2πni

N

)∣∣∣∣∣

2

. (4)

avec, i = 0, . . . , N−1. La résolution fréquentielle de chaque

canal est égale à ∆f , 1
N∆t

. Etant donné que s(t) est un

signal réel, seuls M =
N

2
points du périodogramme Pk

vont être utilisés. On définit le vecteur mesure zk qui re-
présente les M points du périodogramme utiles par :

zk , (zk,0, . . . , zk,M−1), (5)

avec

zk,i = Pk,i. (6)

fk est donc un multiple de la résolution fréquentielle telle
que fk = xk∆f où xk une variable aléatoire discrète pre-
nant une valeur comprise dans l’intervalle [0,M − 1]. Il est
à noter qu’aucune étape de seuillage n’est réalisée sur l’en-
semble des périodogrammes. Ceci constitue une approche
”Track Before Detect”. L’estimation de f(t) revient à es-
timer la marche d’escalier en fréquence {xk∆f}k=1,... ,K .

3 Modélisation par châınes de Mar-
kov cachées

La séquence des fréquences réduites {xk}k=1,... ,K à es-
timer possédant une certaine cohérence spatio-temporelle,
l’évolution du processus Xk , {x1, . . . , xk} peut être mo-
délisée par une châıne de Markov stationnaire au premier
ordre vérifiant
Pr(xk = i|xk−1 = j, . . . , x1) = Pr(xk = i|xk−1 = j) , aji

et régie par l’équation d’état :

xk = xk−1 + ηk, k = 2, . . . , K, (7)

où ηk est le bruit d’état.
Il est préférable en extraction de piste fréquentielle que

la matrice A = {aji}i,j=0,... ,M−1 possède une structure
bande diagonale ne serait-ce que pour symétriser les varia-
tions temporelles de la piste dans le plan temps-fréquences.

Nous supposons pour la suite que le bruit d’état ηk de
la marche XK est Gaussien, i.e. ηk ∼ N (0, σ2

x) tel que :

aji =
1√

2πσx

exp
(
− (i− j)2

2σ2
x

)
, (8)

où σx est inconnu en pratique. Les xk ne sont observés
qu’au travers des mesures Zk , {zk}k=1,... ,K . On dé-
finit la vraisemblance conditionnelle de la mesure zk à
l’état xk par bi(zk) , Pr(zk|xk = i), i = 0, . . . ,M − 1
et l’ensemble de ces coefficients définit la matrice B =
{bi(zk)} i=0,... ,M−1

k=1,... ,K
. Chaque ligne de cette matrice doit être

calculée après réception de chaque mesure zk car le nombre

de réalisations de la mesure zk est trop important pour
que l’on puisse calculer cette matrice entièrement a priori.
Nous pouvons définir la vraisemblance conditionnelle de
zk,j , j ∈ {0, . . . ,M − 1} sous deux hypothèses (voir [4]
pour détails).

1. Pour j 6= i, la loi de probabilité zk,j suit un χ2 centré
à deux degrés de liberté :

Pr(zk,j |xk = i) =
1
σ2

ε

exp
(
−zk,j

σ2
ε

)
. (9)

2. Pour j = i, la loi de probabilité de zk,j suit cette
fois-ci un χ2 décentré dont le terme de décentrement

dépend de la valeur du RSB ρk =
a2

k

2σ2
ε

Pr(zk,j |xk = i) =

1
σ2

ε

exp
(
−zk,j

σ2
ε

− ρkM

)
I0

(√
4ρkMzk,j

σ2
ε

)
,

(10)

où I0(x) =
1
2π

∫ 2π

0

exp (x sin θ) dθ désigne la fonc-

tion de Bessel modifiée de première espèce.
La vraisemblance d’une ligne du lofargramme s’écrit

bi(zk) = Pr(zk,i|xk = i)×



M−1∏
j=0
j 6=i

Pr(zk,j |xk = i)


 ,

(11)

qui peut être développée en

bi(zk) =
1

σ2M
ε

exp

(
− 1

σ2
ε

M−1∑
r=0

zk,r

)
×

exp (−ρkM) I0

(√
4ρkMzk,i

σ2
ε

)
.

(12)

On voit apparâıtre dans l’expression de la vraisemblance
directement le terme du RSB inconnu en pratique. Or nous
supposons pour la suite que nous cherchons à extraire une
piste à très faibles RSB. Ainsi nous pouvons adopter l’ap-
proche Track Before Detect couplée à celle des voies dé-
filantes [5, 6], en remplaçant avantageusement les coeffi-
cients bi(zk) par :

bi(zk) =
Pk,i

M−1∑
j=0

Pk,j

, (13)

les minima et maxima locaux de la vraisemblance (c.f. éq
(12)) cöıncidant parfaitement avec l’expression (13). Cette
approche s’affranchit de la méconnaissance du rapport si-
gnal à bruit, car les coefficients de la matrice B sont cal-
culés directement par l’intermédiaire des périodogrammes
normalisés.

4 Principe du nouvel algorithme

L’estimation en aveugle de la piste fréquentielle consiste
à trouver les paramètres de la HMM λ uniquement à par-
tir des mesures ZK reçues ; ou pour notre cas, à estimer



la matrice A sous la contrainte que le bruit d’état reste
Gaussien. L’algorithme Baum-Welch [7, 3] dérivé de l’al-
gorithme EM [8], permet d’estimer, au sens du maximum
de vraisemblance, les paramètres de la HMM λ à partir
des seules mesures ZK . Il peut être initialisé par exemple,
en choisissant un écart-type du bruit d’état très grand
(matrice A avec une bande diagonale très large). Or cet
algorithme au cours des itérations a tendance à dégrader la
structure bande diagonale de la matrice A interdisant ainsi
certaines transition d’état. L’idée est de contraindre la ma-
trice A à rester bande diagonale en estimant à chaque ité-
ration, la variance du bruit d’état. Cet estimé permet de
re-calculer la matrice A afin de poursuivre les itérations
du Baum-Welch.

On définit au préalable les quantités suivantes :




λr = (πr, Ar,B)

âr
ji =

1√
2πσ̂r

exp
(
− (i− j)2

2σ̂2
r

)

αr
k(i) , Pr(xk = i|Zk, λr)

βr
k(i) , Pr(xk = i|zk+1, . . . , zK , λr),

(14)

où αr
k(i) et βr

k(i) désignent les probabilités Forward et Ba-
ckward normalisées à l’itération r (voir [1, 7, 9]) afin de
s’affranchir des problèmes d’érosions numériques lorsque
la dimension de l’image devient grande. L’algorithme pré-
senté comporte deux étapes : initialisation et itérations
jusqu’à convergence. Le tableau (1) présente les différentes
étapes de ce nouvel algorithme. Les probabilités Forward
et backward normalisées sont calculées à partir des pro-
babilités de transitions obtenues par l’estimation du bruit
d’état Gaussien à l’itération précédente.

5 Résultat de simulation

Les simulations ont été réalisées avec les paramètres
suivants pour générer la marche aléatoire en fréquence :
K = 200, M = 256, σx = 1.1, ε = 10−4 et un SNR de
−19dB. La figure (1) représente le lofargramme brut avec
une piste noyée. La piste à estimer est représentée par la
figure (2). Les figures (3), (4) et (5) réprésentent respec-
tivement la matrice A à l’initialisation de l’algorithme,
sans, et avec contrainte sur la structure de la bande dia-
gonale. La sortie de l’algorithme est visualisée par la figure
(6). La figure (7) représente l’erreur quadratique moyenne
pour les deux approches.

6 Conclusion

L’algorithme présenté permet l’extraction de pistes fré-
quentielles ne suivant pas un modèle d’évolution détermi-
niste. Une approche par châıne de Markov a été retenue
couplée à une stratégie Track Before Detect. En suppo-
sant un bruit d’état Gaussien pour le comportement de la
piste, l’algorithme présenté a montré son efficacité pour
l’extraction de cette piste sans la connaissance du rapport
signal à bruit.

Tab. 1 – Algorithme d’extraction en aveugle d’une piste
fréquentielle.'

&

$

%

1. Initialisation r = 0

– a) Choisir σ̂2
0 =

M2

12
et π̂0(i) =

1
M

– b) Calculer la matrice Â
0

= {â0
ji}i,j=0,... ,M−1

à partir de l’équation (14)

2. Itérations sur r tant que |σ̂r+1 − σ̂r| > ε
– a)





αr
1(i) = π̂r(i)

αr
k(i) =

bi(zk)
M−1∑
j=0

âr
jiα

r
k−1(j)

M−1∑
p=0

[
bp(zk)

M−1∑
l=0

âr
lpα

r
k−1(l)

]

βr
k(i) =

M−1∑
j=0

bj(zk)âr
ijβ

r
k+1(j)

M−1∑
p=0

[
M−1∑
l=0

âr
plbl(zk)βr

k+1(l)
]

βr
K(i) = 1

– b)




π̂r+1(i) =
αr

1(i)β
r
1(i)

M−1∑
j=0

αr
1(j)β

r
1(j)

êr+1
ji =

âr
ji

K−1∑
k=1

αr
k(i)βr

k+1(j)bj(zk+1)

M−1∑
j=0

[
âr

ji

K−1∑
k=1

αr
k(i)βr

k+1(j)bj(zk+1)
]

σ̂r+1 =
M−1∑
j=0

jêr+1
ji

âr+1
ji =

1√
2πσ̂r+1

exp
(
− (i− j)2

2σ̂2
r+1

)

Cet algorithme peut être étendu au cas de l’extraction
d’une piste fréquentielle discontinue, en couplant à la par-
tie estimation, la détection des instants de présence [1].
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tection automatique de pistes fréquentielles en sonar
passif,” GRESTI’99, vol. 2, pp. 535–538, 14-17 Sep-
tember 1999.



Lofargramme avec une piste ayant un SNR = −19 dB

Canaux fréquentiels

Ind
ice

 te
mp

or
el

50 100 150 200 250

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

Fig. 1 – Lofargramme avec une piste fréquentielle avec un
RSB de −19 dB.
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Fig. 2 – Vraie piste fréquentielle présente à l’intérieur du
lofargramme.
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Fig. 6 – Piste extraite par l’algorithme.
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