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Résumé — Le lissage local de la distribution de Wigner-Ville fournit une approche efficace pour le probléme de la réduction
des interférences. Cependant, les propriétés de ce type de distributions sont encore mal connues ; 'objectif de cet article est
d’explorer ce point. Dans un premier temps, on définit la classe des Distributions Temps-Fréquence Locales (DTFL), puis établit
Pexpression de la fonction caractéristique en fonction du noyau de lissage. Des exemples de DTFL sont données. Dans un second
temps, on étudie certaines propriétés et on donne les condition sur le noyau local pour qu’elles soient satisfaites.

Abstract — The local smoothing of the Wigner distribution provides an efficient approach to the interference reduction problem.
But the properties of this class of time frequency distributions are far to be well understood ; this paper aims at investigating this
point. First, we give the definition of the class of local time-frequency distribution as well as the expression of the characteristic
function in terms of the local kernel. Then, some properties are studied, and the kernel conditions are given.

1 Introduction

Dans le cadre du probléme de la réduction d’inter-
férences de la distribution de Wigner-Ville, il est main-
tenant admis qu’il est nécessaire de quitter la classe de
Cohen. En effet, 'utilisation d’un filtre de lissage passe-
bas global (au sens ou la fonction de lissage est la méme
quelque soit le point TF considéré) ne fournit une solu-
tion efficace & ce probléme que pour une classe limitée de
signaux. De fagon générale, I'utilisation d’un filtre global
ne permet pas de gérer efficacement le compromis entre
réduction des interférences et résolution TF. Ce constat a
motivé le développement d’un ensemble de méthodes que
I’on peut schématiquement décomposer en deux grandes
familles.

La premiére consiste & effectuer des post-traitements sur
les distributions de la classe de Cohen pour améliorer leur
lisibilité. C’est typiquement 1’idée sous-jacente de la réal-
location des distributions TF développée dans [3].

La seconde consiste & remplacer les noyaux de lissage
globaux par des noyaux de lissage locaux adaptés au con-
tenu local du signal. Dit de facon trés schématique, un
filtre de lissage local doit lisser fortement 'image TF dans
les zones d’interférences et trés peu dans les zones des
composants du signal. Ainsi ’approche [7] propose un
noyau de lissage qui évolue avec le temps. Les distribu-
tions présentées dans [6] et [2] définissent pour leur part
des noyaux de lissage qui évoluent avec le temps et la
fréquence. C’est également dans ce cadre que se situent
les travaux que nous avons développés [9, 4].

L’objectif de cet article est d’étudier ce type de distri-
butions TF obtenues par lissage local de la distribution
de Wigner-Ville. En particulier, en partant du formalisme
du lissage local proposé dans [4], on établit ’expression
de la fonction caractéristique d’une Distribution TF Lo-

cale (DTFL). Quelques DTFL, résultant de l'utilisation de
filtres locaux particuliers sont également présentées. On
donne ensuite les conditions sur le noyau de lissage local
pour que certaines propriétés (covariance en translation,
en dilatation, réalité, conservation de ’énergie, distribu-
tions marginales) soient satisfaites. En guise de conclusion,
les poursuites envisagées & ce travail sont évoquées.

2 La classe des DTFL

2.1 Lissage local de la distribution de
Wigner-Ville

Une DTFL résulte du lissage local de la distribution de
Wigner-Ville, c’est a dire un filtrage de I'image TF vari-
ant en fonction du point temps fréquence. Un noyau de
lissage local est donc une fonction quadridimensionnelle
O, (t',w' t,w), ou la notation ¥, fait apparaitre explicite-
ment la possible dépendance du noyau de lissage par rap-
port au signal analysé s(t). Dans cette notation, 1’ordre
des variables a également une importance, puisque le pre-
mier jeu de variables est relatif & la localisation TF du
lissage, tandis que le second est relatif au lissage & pro-
prement dit. L’opération de lissage local s’exprime alors
selon :

DTFL(t,w) = // B (t,w, t — T, — QWV(T, Q)dTd. (1)

Malgré une certaine similitude de forme entre la définition
des distributions TF locales et celle de la classe de Cohen,
la dépendance temporelle et fréquentielle du filtre de lis-
sage interdit d’inclure les distributions TF locales dans la
classe de Cohen. Cependant, par analogie, la classe des
DTFL peut s’interpréter comme ’extension de la classe
de Cohen aux noyaux de lissage dépendant du temps et
de la fréquence.



2.2 Fonction caractéristique

La fonction caractéristique des distributions TF locales
correspond & la transformée de Fourier inverse de la dis-
tribution :

M8, 7) = (52]3)'1 (DTFL(t,w)} .

t—0
w—T

En notant A(f, 1), la fonction d’ambiguité du signal et
en définissant, :

s (1,0, 0,7) = (52]3)'1 (3,(t, 0" 1,0)}  (2)
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on peut écrire :
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La fonction caractéristique de LWV (¢, w) est donc I'argu-
ment de la transformée de Fourier bidimensionnelle qui
aprés simplification s’écrit :

M@,1) = // F(0' +0,7" + 1,0, ) A® ,7')do' dr'.
(4)
Pour I’étude des propriétés, la forme la plus simple & ma-
nipuler est (1) plutot que (4) car dans I’expression de la
fonction caractéristique (4) les variables d’intégration agis-
sent simultanément sur toutes les variables du noyau lo-

cal. Certaines propriétés ont également été établies sur la
forme du noyau de lissage (2).

2.3 Quelques DTFL particuliéres

La classe de Cohen Le cas d’un lissage global (classe
de Cohen) correspond & un filtre du type :

O (', W', t,w) = B(t,w)
Fy(0',7',6,7) = 6(6")5(")F (6, ).
On a donc :
M0, = [[ 50 4056 + P07 40" 0
= F(0,7)A(=0,-1) = F(8,7)A(0,7),

qui correspond effectivement a I’expression de la fonction
caractéristique d’une distribution TF de la classe de Co-
hen.

Lissage fréquentiel local en temps Dans le cas ou

I’on considére un filtre de lissage fréquentiel local en

temps! @, (t',w',t,w) = §(t)P4(t',w), on a :
F,(0',7,0,7) =6(")Fs(0', 1)

et par suite :
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Ce résultat correspond bien au résultat obtenu précédem-
ment par une autre voie [10].

Un filtre de lissage local en
O (', t,w) et dans

Lissage local en temps

temps est de la forme ®,(¢',w’, t,w) =

le domaine transformé
Fy(0',7',0,7) = 0(1")

et la fonction caractéristique vaut :
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Lissages locaux séparables Dans le cas de filtres lo-

caux séparables de la forme :
Bt W tw) =0T (', W, w) T (¢, W' 1),
la DTF locale s’écrit :
DTFL(t,w) = /@F(t,w,t — T)DTFLT(T,w)dT
= /@T(t,w,w — Q)DTFLY (¢, Q)d
ou
DTFLT (t,w) = /<I>T(t,w,w — Q)WV(t, Q)dQ,

DTFL"(t,w) = /@F(t,w,t—T)WV(T,w)dT.

Dans le domaine transfomé, le filtre local s’exprime selon :
F,(¢',7,0,7)=F" (@, 7,0 ( * )
0!’7_/

La fonction caractéristique de cette distribution n’a pas de
formes simples. Cela révéle en fait I’abus de langage fait en
qualifiant un tel filtre de séparable puisque la séparabilité
n’est assurée que sur les variables t et w.

Fr@,w,r) (5

ILe probléme dual de lissage temporel local en fréquence se traite
de la méme facon.



3 Propriétés

Chaque membre de la classe des DTFL est caractérisé
par son noyau de lissage ®(#',w’,¢,w). Dans cette par-
tie, on s’intéresse aux conditions & imposer sur les filtres
locaux pour que la distribution TF résultante satisfasse
certaines propriétés.

3.1 Covariance en translation

Soit le signal défini par : 3(t) = s(t — to)e’“°!. La con-
dition de covariance en translation s’écrit :

DTFL;(t,w) = DTFL,(t — to,w — wp).

Compte tenu de ’équation (1), DTFL4(t — to,w — wp) est
donnée par :

DTFL, (t —to,w — U.)o) =
// @S(t — to,u.) — wo,t — to — T,u.) — wo — Q)WVS(T, Q)deQ
qui, en raison de la covariance en translation de la distri-

bution de Wigner-Ville, donne la condition sur le noyau
local :

O:(t', W' t,w) = B (t' — to,w —wo,t,w) Vig,wo (6)
ou de fagon équivalente :
¢§(tI7wI797T) :(bs(tl_toawl_wanaT) VthwO- (7)

Ce résultat traduit simplement que le noyau de lissage
O (', W', t,w) associé a 5(t) correspond a la version trans-
latée du noyau associé a s(t). Pour voir cette condition
satisfaite, on peut choisir un noyau qui ne dépende ni de
t', ni de W', ni du signal analysé, auquel cas on revient dans
la classe de Cohen. La seule autre possibilité est d’utiliser
un noyau local dépendant du signal analysé.

3.2 Covariance en dilatation

La condition de covariance en dilatation est donnée par :
i(t) = Vas(at) —» DTFLs(t,w) = DTFL, (at, %) .

En procédant de fagon similaire au cas de la covariance en
translation , on obtient la condition sur le noyau :

!
Ot W', t,w) = By <at', g,at, f) Ya.
a a

Les fonctions satisfaisant f (at, %) = f(t,w) sont de la
forme : f(t,w) = f(t-w) [5], ce qui dans notre cas corre-
spond & :

t
(}s(tlawlataw) = (}s(tl : wlat ) wat, ! wat ) wla ?7 “ (8)

o)
qui est la condition de covariance en dilatation. Ce résul-
tat mérite un commentaire. Considérons en effet un filtre
séparable de la classe de Cohen, ®(t,w) = ®F'(t) - T (w),
ce type de filtre ne permet pas d’assurer (sauf cas lim-
ite ®(t,w) = 0(t) - 6(w)) la covariance en dilatation.

Or, un filtre local séparable de la forme ®(t',w',t,w) =
®F (W't) - ®T (t'w) permet lui de conserver cette propriété.
Il apparait donc que les degrés de liberté apportés par les
deux dimensions supplémentaires sont & méme de lever
certains résultats d’exclusion (impossibilité de voir des
propriétés satisfaites simultanément) établis dans le cadre
de la classe de Cohen. Ce point, que nous n’avons pas
étudié plus avant, mériterait d’étre approfondi, parce qu’il
met en évidence que l'intérét de la notion de filtre local
dépasse le seul cadre de la réduction d’interférence.

3.3 Reaalité

Une DTFL est réelle si le noyau local vérifie la condition
de symétrie :
os(t', W', 0,7) = p(t W', —0,—7). (9)

Cette condition sur le noyau de lissage local peut étre
imposée facilement par construction.

3.4 Conservation de 1’énergie

Compte tenu de la conservation de 1’énergie de la distri-
bution de Wigner-Ville et de ’équation (1), la condition
pour qu'une DTFL conserve ’énergie du signal peut s’ex-
primer selon :

/ WV(t,w)dtdw:// DTFL(¢,w)dt dw
= //// O, (t,w,t — T,w — Q)dt dw WV (T, Q)dTdQ.

Une condition suffisante sur le noyau pour avoir la conser-
vation de l’énergie est donnée par :

1= // O, (t,w,t —Tyw— Q)dt dw vT,Q.  (10)

Cette condition peut toujours étre imposée a posteriori en
effectuant une renormalisation du filtre local.

3.5 Distributions marginales

Compte tenu de la conservation des distributions
marginales de la distribution de Wigner-Ville, la condition
de conservation de la distribution marginale temporelle est
donnée par :

s = /WV(t,w)dw

= /DTFL(t,w)dw

= /// B, (t,w,t — T,w — Q)dwWV (T, Q)dTdS.

Une condition suffisante pour avoir cette propriété est que
le noyau local satisfasse :

/@s(t,w,t —T,w—Q)dw = 8(t — T)f(t,T,Q), (11)

avec f(¢,T,9) =1 Vi=T. (12)



De fagon duale, une condition suffisante pour avoir la con-
servation de la distribution marginale fréquentielle est :

/@s(t,w,t —T,w—Q)dt =6(w—- Q) f(w,T,Q), (13)

avec f(w,T,Q) =1 Yw = Q. (14)

Si on considére le cas de filtres locaux séparables de la
forme :

Q.S‘(tl,aul,t’(‘u) = QT(tl,wl,w) ! (}F(tl7wl7t)7

et si de plus, on impose a ®T(t' W', w) de satisfaire la
condition de distribution marginale temporelle et donc la
conservation de 1’énergie, alors la condition & imposer a
O est :

/@F(t,w,t —T)dt=1 VT,w, (15)

ce qui définit une condition de normalisation & appliquer
au filtre ®" pour que la distribution résultante conserve
I’énergie. On peut également obtenir une condition sim-
ilaire sur ®7 si on impose que le filtre ®¥ conserve la
distribution marginale fréquentielle.

La notion de conservation des distributions marginales
temporelle et fréquentielle peut étre étendue & la conser-
vation des distributions marginales d’angle a. En effet,
considérons la transformée de Fourier fractionnaire d’or-
dre « [8, 1] du signal s(t), notée S, (u). La distribution de
Wigner-Ville du signal peut alors s’exprimer selon [1] :

WV (u,v) = %/S; (u - g) Sa (u—l— %) e 7de (16)

ou les axes (u,v) se déduisent de (¢,w) par une rotation
d’angle « :

{u: tcosa + wsin a

v = —tsina + wcos a.

La distribution de Wigner-Ville conserve la distribution
marginale d’angle «, c’est-a-dire :

/WV(u,v)dv = |So(u)]. (17)

Dans ce contexte, un filtre local est donc défini comme une
fonction quadridimensionnelle ®(u’, v, u,v) et une condi-
tion suffisante pour avoir la conservation de la distribution
marginale d’angle « est alors donnée par :

/@(u,v,u —Uo—=V)dv=0(u—-U)f(u,U, V), (18)

avec f(u,U,V) =1 Yu="U. (19)

On retrouve les conditions de conservation des marginales
temporelle et fréquentielle pour des valeurs de « respec-
tivement égales & 0 et /2. Un exemple de filtre local as-
surant la conservation des marginales d’angle a (et par
conséquent, la conservation de ’énergie) est donné par :

O(u' v u,v) = 6(u)d*(u,v) (20)

/@a(u',v)dv =1. (21)

4 Conclusions

Les poursuites envisagées a ce travail visent en premier
lieu & compléter ’étude des propriétés de la classe des dis-
tributions TF locales et en particulier la conservation de
la fréquence instantanée. Une autre perspective ouverte
par ce travail réside dans I’étude des autres intéréts de la
notion de lissage local. Cet aspect n’a, pour 'instant, été
qu’effleuré dans I’étude de la covariance en dilatation ou
il a été mis en évidence qu’il existait des filtres locaux sé-
parables permettant d’assurer cette propriété. Cependant,
c’est un point qui nous semble tout particuliérement in-
téressant parce qu’il montre clairement que les intéréts
de cette notion de lissage local sorte du seul cadre de la
réduction d’interférences.
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