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Résumé — Cet article traite du probléme de I'apprentissage des réseaux de neurones & base de fonctions radiales pour
I’approximation de fonctions non linéaires L, de R™ vers R. Pour ce faire, les algorithmes hybrides sont les plus utilisés. Ils
font appel a des techniques d’apprentissage non supervisé pour I’estimation des centres et des parametres d’échelle des fonctions
radiales, et a des techniques d’apprentissage supervisé pour l'estimation des parameétres linéaires. L.a méthode d’apprentissage
supervisé repose généralement sur l'estimateur des moindres carrées (MC). Cette méthode est optimale dans le cas o le jeu
de données d’apprentissage (@, y;)i=1,2,..,.n est constitué de sorties y;, ¢ = 1,.., N bruitées et d’entrées @;, i = 1, .., N exactes.
Cependant lors de la collecte des données expérimentales il est rarement possible de mesurer I'entrée @; sans bruit. L’utilisation
de P’estimateur des MC produit une estimation biaisée des paramétres linéaires dans le cas ol le jeux de données d’apprentissage
est a entrées et sorties bruitées, ce qui engendre I’estimation d’une sortie biaisée. Cet article propose ’application d’un critere
basé sur le modéle d’erreur en les variables pour lestimation des paramétres linéaires (apprentissage supervisé) dans le cas ol
le jeux de données d’apprentissage est a entrée et sortie bruitées. [’amélioration des performances d’approximation de fonctions
non linéaires est illustrée par un exemple.

Abstract — This paper deals with the problem of learning radial basis function neural networks to approximate non linear L
function from R™ to R. Hybrid algorithms are mostly used for this task. Unsupervised learning techniques are used to estimate
the center and width parameters of the radial functions and supervised learning techniques to estimate the linear parameters.
Supervised learning techniques are based on the least squares estimates. They are optimal when the training set (:13,'7 y,'),'=1727,,7N
is composed of noisy outputs y;, 1+ = 1,.., N and exactly known inputs «;, ¢+ = 1,.., N. However, when collecting data under
a measurement experiment, it may not be possible to avoid noisy inputs @;. Then, the use of least squares estimates produce
a biased estimation of the linear parameters in the case of noisy input output training set, which leads to a biased output
estimation. This paper proposes the use of a criterion based on the error in variables model to estimate the linear parameters
when the training set is made up of input and output data corrupted by noise. The improved performances of non linear function
approximation is illustrated with a simulation example.

1 Introduction enne généralement), de la distribution de leurs centres

dans ’espace d’entrée, de leurs matrices de covariance

Les réseaux de neurones dits ” Feedforward” (RNF) et les
réseaux de neurones & base de fonctions radiales (RNBFR)
constituent une classe de modéles parametriques large-
ment utilisée en identification de systémes non linéaires
[1][2]. La justification de ceci est que ces réseaux avec
une seule couche cachée peuvent approximer n’importe
quelle fonction continue ayant un nombre fini de discon-
tinuités sur tout compact [3][4]. Un net regain d’intérét
pour les RNBFR a été constaté ces derniéres années dans
divers domaines d’application, car offrant deux avantages
majeurs par rapports aux RNF habituellement utilisés.
Pour un probleme donné, I'utilisation d’'un RNBFR, con-
duit généralement & une structure de modeéle (nombre
d’unités de la couche cachée) moins complexe que celle
produite par un RNF [5]. La complexité de calcul induite
par leur apprentissage est moindre que celle induite par
I’apprentissage des RNF grace a l'existence d’algorithmes
hybrides [6]. Les performances d’un tel réseau dépen-
dent de la forme des fonctions radiales utilisées (gaussi-

(parameétres d’échelle des fonctions de la base) et des para-
metres reliant les unités de la couche cachée aux unités de
la couche de sortie (paramétres linéaires). L’ensemble de
ces parametres est ajusté lors d’une phase d’apprentissage
au cours de laquelle un ensemble de paires entrée-sortie
expérimentales (#;,y;)i=1,2,. n est utilisé pour permet-
tre aux RNBFR d’acquérir une relation entrée-sortie non
linéaire. Généralement les algorithmes d’apprentissage
utilisés supposent uniquement la sortie expérimentale y;
bruitée. Ceci est clairement une supposition erronée, car
toute donnée produite expérimentalement est bruitée. Il
est donc nécessaire que ces algorithmes d’apprentissage
tiennent compte du bruit qui affecte I’entrée expérimen-
tale ®;. Dans cet article on s’intéressera a ’ajustement
des parametres linéaires des RNBFR dans un algorithme
hybride dans le cas ou les entrées-sorties expérimentales
sont toutes deux bruitées. Les centres et les parametres
de largeur des unités de la couche cachée, etant obtenus



par des méthodes d’apprentissage non supervisé, ne sont
pas affectés par le bruit d’entrée car ne font pas intervenir
la rélation entrée-sortie recherchée.

2 Formulation du probleme

[’approximation par un RNBFR d’une fonction incon-
nue f : R" — R avec f € Ly a partir d’'un ensem-
ble de données experimentales constitué de paires entrée-
sortie (@;,y;)i=1,.. ~, consiste & déterminer le nombre op-
timal de fonctions constituant la base de fonctions radi-
ales ainsi que le réglage de leurs parameétres.
ele généralement utilisé pour la description des données
(®i,yi)i=1,.. n est le modeéle de régression :

Le mod-

inf(:Bi)—l—Ei, t=1,....N (1)
ou ¢; est un échantillon de bruit gaussien de moyenne nulle
et de variance finie 02. Cependant ce modéle suppose que
les données x; ne sont pas bruitées, or ceci est une sup-
position fausse car toute donnée produite expérimentale-
ment est bruitée (bruit di aux appareils de mesure). Tl est
donc nécessaire de tenir compte du bruit sur les données
d’entrées et de sa propagation aux données de sortie lors
de l'estimation des parametres. L’utilisation dans ce cas
du modele (1) induira un biais sur les parameétres estimés
du modele et donc sur la sortie prédite. On supposera
le bruit sur le systeme v, le bruit de mesure de 1’entrée
7 et le bruit de mesure de la sortie e, stationnaires, in-
dépendants, gaussien de moyennes nulles et de variances
(matrice de covariance) finies connues, soit :

c=e+v, (2)

représentant le bruit de mesure de la sortie et le bruit sur
le systéeme comme illustré en figure 1. Les échantillons
de bruit d’entrée n; et de sortie ¢; pour différent ¢ sont
supposés indépendants. Un modele adapté a la descrip-
tion des données (#;,yi);=1, . .~ dans ce cas est le modele
d’erreur en les variables [7] qui s’exprime comme suit :

fla)+e, i=1,..N
@+, (3)

Yi =

€r; =

Le probléeme dans ce cas consiste a estimer les parametres

du RNBFR ainsi que le vecteur des entrées expérimentales
*\ N

exactes (@F);L;.

3 Architecture et algorithme

3.1 Architecture des RNBFR

Une fonction continue f : RN — R, avec f € Ly peut
étre décrite par une combinaison linéaire de fonctions éle-
mentaires appelées noyaux. Cette décomposition peut
étre générée par un réseau de neurones ou chaque noyau
est implanté par une unité de la couche cachée, comme
représenté sur la figure 2. Chaque noyau de la couche
cachée est associé & une région de ’espace d’entrée RY ap-
pelée région d’action. Dans le cas des RNBFR, la réponse

Systeme a modeliser

Fia. 1: Hlustration du principe de génération de données
expérimentales.

des noyaux est fonction de la distance entre ’entrée et un
parametre interne, appelé centre, modulée par un parametre

d’échelle :
_ 2
du(x) = ¢<w> (4)
l

La distance généralement utilisée est la norme euclidienne
sur RV, La réponse d’un RNBFR & une entrée € R
est donnée par :

R L B )
JryBFR(%) = Ao + Z o (%) 5)
=1 l

Divers types de fonctions peuvent étre utilisées comme
noyaux [8], la fonction gaussienne restant cependant la
plus utilisée. Les performances d’un tel réseau en approx-
imation dépendent donc du nombre de centres et par con-
séquent des noyaux, de leurs positions, de la valeur des
parametres d’échelle et de la méthode utilisée pour "app-
rentissage de la relation entrée-sortie recherchée (ajuste-
ment des parametres linéaires Aj, [ = 1,...., L).

x1

x2
sortie
x3

combinaison lineaire

XN
entree base

Fia. 2: Réseau de neurones a base de fonctions radiales,

RNBFR.

3.2 Apprentissage d’un RNBFR

Le vecteur des parameétres d’'un RN BF R, P, est constitué
des centres, des paramétres d’échelles et des parametres
linéaires et, est généralement ajusté de maniére & min-



imiser 'EQM

N

Z(yi — frnprr(xi, P))?, (6)

i=1

J(P):%

sur un jeu de données d’apprentissage (z;,y;),. Pour
ceci deux principales stratégies sont proposées dans la lit-
térature. La premiere est une méthode supervisée ou di-
recte utilisant des algorithmes tel que le gradient [9] pour

la recherche du vecteur optimal :
P = arg mFi,n J(P). (7)

La deuxiéme est une méthode hybride utilisant des tech-
niques d’apprentissage non supervise [10] pour I’ajuste-
ment des parametres de la couche cachée, les centres et
les paramétres d’échelle (ou en d’autres termes pour la
recherche de la base de fonctions radiales optimale pour
la projection), et des techniques d’apprentissage super-
visé pour I’ajustement des paramétres linéaires. Les tech-
niques d’apprentissage supervisé sont généralement basées
sur 'estimateur des MC. Cette méthode est plus utilisée
en pratique car plus rapide et moins chére en calcul que
la méthode directe. Le probleme est que ces méthodes
(hybride ou directe) supposent toutes deux que le jeu de
données d’apprentissage est décrit par le modéle de regres-
sion (1) et donc ne tiennent pas compte du bruit pouvant
affecter I’entrée.

4 Construction du critere

Le critére développé ici peut étre utilisé pour la phase d’a-
pprentissage supervisé dans une méthode hybride. Le but
étant la recherche de la valeur des parametres linéaires
(poids de sortie A) qui maximiseraient les performances
du RNBFR pour un jeux de données a entrée et sortie
bruitées. L’application des méthodes d’apprentissage non

suppervisé utilisées pour les entrées non bruitées (I’algoritme

du “k-means clustering” [11] pour les centres et I’approche
des M-plus proches voisins pour les parametres d’échelle
[6]) avec des entrées bruitées n’influent pas sur les per-
fomances du RNBFR. La justification est que la relation

entrée-sortie recherchée n’intervient pas dans I'implentation

de ces algorithmes. Partant du modeéle d’erreur en les vari-

ables :

Y = f(az:‘)—l—gl, 1=1,....N

R (5)
ou X* = (@7, .....,@}) représente le vecteur des entrées
exactes, X = (@1,....,2nN) le vecteur des entrées ob-

servées, 1, et g; sont deux échantillons indépendants de
bruits normaux de moyennes nulles et de matrices de co-
variances diagonales & éléments identiques respectivement
de valeur ¢, pour n; et de variance o pour €;. Dans ce cas
les quantités inconnues sont le vecteur A des parameétres
linéaires ainsi que le vecteur des entrées exactes X*. La
densité de probabilité conjointe de A et X™* aposteriori
(compte tenu des résultats de mesures) est donnée par la

régle de Bayes

p(Y/X™, A X)p(X /X, X7)p(A, X*)

pA X*/Y, X) = o0V, X)

(9)
Comme Y et X sont des résultats de mesures, donc con-
nus, p(Y, X)) est uniquement une constante de normalisa-
tion destinée & assurer que (A, X*/Y, X)) est bien une
densité de probabilité,

p(Y,X)://p(Y,X/)\,X*)go()\,X*)d)\dX*. (10)

L’application du critéere du maximum aposteriori avec

I’hypothese d’uniformité de la distribution conjointe p(A, X*)

sur (6) est équivalent & son application sur
P, XT/Y, X) o p(Y/ X5 A, X)p(X /A, X7), (1)
de plus on a,
p(Y/ X", A, X) o p(Y/X*, A, (12)

étant donné que la dépendance de Y a X est la méme que
la dépendance de Y &4 X™*, on obtient,

P(A, XY, X) o p(Y/X*, A)p(X /X)), (13)
et
N i N
A X"} = argifl}i{l}ﬁ 2 [(yk — fRB(iN(wk’A))

(EEL: ||)2]. )

L’amélioration des performances d’approximation de fonc-
tions non linéaires dans le cas ol toutes les observations
sont bruitées, lors de 'utilisation de ce criteére est illustré
par ’exemple suivant.

5 Exemple d’application

Afin d’illustrer la méthode developpée dans cet article,
nous allons utiliser un RNBFR, pour 'approximation de
la fonction f: R — R définie par

y=fz) =142z —2%)e ", (15)

avec ¢ € [—4,4]. Le jeu de données expérimentales util-
1sé pour ’apprentissage du RNBFR est a entrée et sortie
bruitées, et est illustré sur la figure 3. Le bruit ajouté
aux données est obtenu par échantillonnage de la loi nor-
male centrée de variance o, = 0.02 pour les entrées et
de variance o, = 0.15 pour les sorties. Un RNBFR avec
trois fonctions gaussiennes de projection est utilisé pour
I’approximation. Afin d’effectuer une comparaison des ré-
sultats, deux méthodes d’apprentissage hybrides sont util-
isées. La meéme technique d’apprentissage non supervisé
est utilisée pour les deux méthodes [6], & savoir I’algorithme
de “k-means clustering” pour le calcul de la valeur des cen-
tres des fonctions gaussiennes et un parametre d’échelle
identique pour les trois fonctions radiales de la base. Par



contre l'estimateur des MC est utilisé comme technique
d’apprentissage supervisé pour la premiere méthode et
Iestimation au sens du critére établi en (14) sera utilisée
comme technique d’apprentissage supervisé pour la deux-
1ieme méthode. Soit fl la fonction obtenue par ’ajustment
des parametres linéaires du RNBFR par la premiére méth-
ode et fz la fonction obtenue par ’ajustement des parame-
tres linéaires du RNBFR, par la deuxieme méthode. La
valeur de ’EQM entre la réponse du réseau et la valeur
de la fonction donnée en (15) est donnée dans le tableau
1. On peut remarquer une nette amélioration des perfor-
mance pour fs.

Exemple d’approximation
T T

151

Sorties

0.5

05 I I I I I I I I
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Entree

“*” données

Fia. 3: Exemple de résultat d’approximation,
d’apprentissage, ‘-.” estimation obtenue par RNBFR avec
MC et “..." estimation obtenue par RNBFR, avec le critére

(14).

TaB. 1. Erreur d’approximation
| Approrimation | BEQM |
fi 0.0105
f2 0.0039

6 Conclusion

L’identification des parameétres d’'un RNBFR & partir d’un
jeux de données expérimentales constitué d’entrées et de
sorties bruitées a été étudiée. L’utilisation des algorithmes
hybrides existant ne permet pas 'obtention d’une bonne
estimation de la réponse du RNBFR pour une entrée don-
née. En effet 'utilisation d’une méthode basée sur ’esti-

mateur des moindres carrées ne tient pas compte de I’erreur
présente sur les entrées d’apprentissage et de leurs prop-
agation aux sorties correspondantes. Ceci va donc bi-
aiser l'estimation des parameétres linéaires du RNBFR,
I’estimation de la valeur des centres et des parameétres
d’échelles ne faisant pas intervenir la relation entrée-sortie
recherchée. Pour la réduction de ce biais nous avons indro-

duit une méthode d’apprentissage supervisé reposant sur
la minimisation d’un critére basé sur le modele d’erreur
en les variables. [’estimation nécessite dans ce cas la con-
naissance des variances (matrice de covariance dans le cas
multidimensionnel) du bruit & ’entrée o, et a la sortie
os. Une estimation de ses grandeurs peut étre obtenue
par la répétition des mesures. Cependant, la compléexité
de calcul augmente car en plus des parameétres linéaires,
les entrées expérimentales non bruitées doivent étre es-
timées. Le gain obtenu par 'utilisation de cette méth-
ode est la réduction du biais sur les parameétres linéaires
et donc 'amélioration des performances d’approximation.
Un exemple de simulation montrant cette amélioration
lors de I'utilisation de ce critéere dans la phase supervisée
de Papprentissage a été présenté.
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