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R�esum�e { Cet article traite du probl�eme de l'apprentissage des r�eseaux de neurones �a base de fonctions radiales pour

l'approximation de fonctions non lin�eaires L2 de Rn vers R. Pour ce faire, les algorithmes hybrides sont les plus utilis�es. Ils

font appel �a des techniques d'apprentissage non supervis�e pour l'estimation des centres et des param�etres d'�echelle des fonctions
radiales, et �a des techniques d'apprentissage supervis�e pour l'estimation des param�etres lin�eaires. La m�ethode d'apprentissage

supervis�e repose g�en�eralement sur l'estimateur des moindres carr�ees (MC). Cette m�ethode est optimale dans le cas o�u le jeu

de donn�ees d'apprentissage (xi; yi)i=1;2;::;N est constitu�e de sorties yi, i = 1; ::;N bruit�ees et d'entr�ees xi, i = 1; ::;N exactes.
Cependant lors de la collecte des donn�ees exp�erimentales il est rarement possible de mesurer l'entr�ee xi sans bruit. L'utilisation

de l'estimateur des MC produit une estimation biais�ee des param�etres lin�eaires dans le cas o�u le jeux de donn�ees d'apprentissage

est �a entr�ees et sorties bruit�ees, ce qui engendre l'estimation d'une sortie biais�ee. Cet article propose l'application d'un crit�ere
bas�e sur le mod�ele d'erreur en les variables pour l'estimation des param�etres lin�eaires (apprentissage supervis�e) dans le cas o�u

le jeux de donn�ees d'apprentissage est �a entr�ee et sortie bruit�ees. L'am�elioration des performances d'approximation de fonctions

non lin�eaires est illustr�ee par un exemple.

Abstract { This paper deals with the problem of learning radial basis function neural networks to approximate non linear L2

function from Rn to R. Hybrid algorithms are mostly used for this task. Unsupervised learning techniques are used to estimate

the center and width parameters of the radial functions and supervised learning techniques to estimate the linear parameters.
Supervised learning techniques are based on the least squares estimates. They are optimal when the training set (xi; yi)i=1;2;::;N
is composed of noisy outputs yi, i = 1; ::;N and exactly known inputs xi, i = 1; ::;N . However, when collecting data under

a measurement experiment, it may not be possible to avoid noisy inputs xi. Then, the use of least squares estimates produce
a biased estimation of the linear parameters in the case of noisy input output training set, which leads to a biased output

estimation. This paper proposes the use of a criterion based on the error in variables model to estimate the linear parameters

when the training set is made up of input and output data corrupted by noise. The improved performances of non linear function
approximation is illustrated with a simulation example.

1 Introduction

Les r�eseaux de neurones dits "Feedforward" (RNF) et les
r�eseaux de neurones �a base de fonctions radiales (RNBFR)
constituent une classe de mod�eles param�etriques large-
ment utilis�ee en identi�cation de syst�emes non lin�eaires
[1][2]. La justi�cation de ceci est que ces r�eseaux avec
une seule couche cach�ee peuvent approximer n'importe
quelle fonction continue ayant un nombre �ni de discon-
tinuit�es sur tout compact [3][4]. Un net regain d'int�erêt
pour les RNBFR �a �et�e constat�e ces derni�eres ann�ees dans
divers domaines d'application, car o�rant deux avantages
majeurs par rapports aux RNF habituellement utilis�es.
Pour un probl�eme donn�e, l'utilisation d'un RNBFR con-
duit g�en�eralement �a une structure de mod�ele (nombre
d'unit�es de la couche cach�ee) moins complexe que celle
produite par un RNF [5]. La complexit�e de calcul induite
par leur apprentissage est moindre que celle induite par
l'apprentissage des RNF grâce �a l'existence d'algorithmes
hybrides [6]. Les performances d'un tel r�eseau d�epen-
dent de la forme des fonctions radiales utilis�ees (gaussi-

enne g�en�eralement), de la distribution de leurs centres
dans l'espace d'entr�ee, de leurs matrices de covariance
(param�etres d'�echelle des fonctions de la base) et des para-
m�etres reliant les unit�es de la couche cach�ee aux unit�es de
la couche de sortie (param�etres lin�eaires). L'ensemble de
ces param�etres est ajust�e lors d'une phase d'apprentissage
au cours de laquelle un ensemble de paires entr�ee-sortie
exp�erimentales (xi; yi)i=1;2;::;N est utilis�e pour permet-
tre aux RNBFR d'acqu�erir une relation entr�ee-sortie non
lin�eaire. G�en�eralement les algorithmes d'apprentissage
utilis�es supposent uniquement la sortie exp�erimentale yi

bruit�ee. Ceci est clairement une supposition erron�ee, car
toute donn�ee produite exp�erimentalement est bruit�ee. Il
est donc n�ecessaire que ces algorithmes d'apprentissage
tiennent compte du bruit qui a�ecte l'entr�ee exp�erimen-
tale xi. Dans cet article on s'int�eressera �a l'ajustement
des param�etres lin�eaires des RNBFR dans un algorithme
hybride dans le cas o�u les entr�ees-sorties exp�erimentales
sont toutes deux bruit�ees. Les centres et les param�etres
de largeur des unit�es de la couche cach�ee, etant obtenus



par des m�ethodes d'apprentissage non supervis�e, ne sont
pas a�ect�es par le bruit d'entr�ee car ne font pas intervenir
la r�elation entr�ee-sortie recherch�ee.

2 Formulation du probl�eme

L'approximation par un RNBFR d'une fonction incon-
nue f : Rn �! R avec f 2 L2 �a partir d'un ensem-
ble de donn�ees experimentales constitu�e de paires entr�ee-
sortie (xi; yi)i=1;:::;N , consiste �a d�eterminer le nombre op-
timal de fonctions constituant la base de fonctions radi-
ales ainsi que le r�eglage de leurs param�etres. Le mod-
�ele g�en�eralement utilis�e pour la description des donn�ees
(xi; yi)i=1;:::;N est le mod�ele de r�egression :

yi = f(xi) + "i; i = 1; ::::;N (1)

ou "i est un �echantillon de bruit gaussien de moyenne nulle
et de variance �nie �2s. Cependant ce mod�ele suppose que
les donn�ees xi ne sont pas bruit�ees, or ceci est une sup-
position fausse car toute donn�ee produite exp�erimentale-
ment est bruit�ee (bruit dû aux appareils de mesure). Il est
donc n�ecessaire de tenir compte du bruit sur les donn�ees
d'entr�ees et de sa propagation aux donn�ees de sortie lors
de l'estimation des param�etres. L'utilisation dans ce cas
du mod�ele (1) induira un biais sur les param�etres estim�es
du mod�ele et donc sur la sortie pr�edite. On supposera
le bruit sur le syst�eme v, le bruit de mesure de l'entr�ee
� et le bruit de mesure de la sortie e, stationnaires, in-
d�ependants, gaussien de moyennes nulles et de variances
(matrice de covariance) �nies connues, soit :

" = e+ v; (2)

repr�esentant le bruit de mesure de la sortie et le bruit sur
le syst�eme comme illustr�e en �gure 1. Les �echantillons
de bruit d'entr�ee �i et de sortie "i pour di��erent i sont
suppos�es ind�ependants. Un mod�ele adapt�e �a la descrip-
tion des donn�ees (xi; yi)i=1;:::;N dans ce cas est le mod�ele
d'erreur en les variables [7] qui s'exprime comme suit :

yi = f(x�i ) + "i; i = 1; ::::; N

xi = x
�

i + �i (3)

Le probl�eme dans ce cas consiste �a estimer les param�etres
du RNBFR ainsi que le vecteur des entr�ees exp�erimentales
exactes (x�i )

N
i=1.

3 Architecture et algorithme

3.1 Architecture des RNBFR

Une fonction continue f : RN �! R, avec f 2 L2 peut

être d�ecrite par une combinaison lin�eaire de fonctions �ele-
mentaires appel�ees noyaux. Cette d�ecomposition peut
être g�en�er�ee par un r�eseau de neurones o�u chaque noyau
est implant�e par une unit�e de la couche cach�ee, comme
repr�esent�e sur la �gure 2. Chaque noyau de la couche
cach�ee est associ�e �a une r�egion de l'espace d'entr�ee RN ap-
pel�ee r�egion d'action. Dans le cas des RNBFR, la r�eponse
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Fig. 1: Illustration du principe de g�en�eration de donn�ees
exp�erimentales.

des noyaux est fonction de la distance entre l'entr�ee et un
param�etre interne, appel�e centre, modul�ee par un param�etre
d'�echelle :

�l(x) = �

�
k x�Cl k

2

d
2

l

�
(4)

La distance g�en�eralement utilis�ee est la norme euclidienne
sur RN . La r�eponse d'un RNBFR �a une entr�ee x 2 RN

est donn�ee par :

f̂RNBFR(x) = �0 +

LX
l=1

�l�

�
k x�Cl k

2

d
2

l

�
(5)

Divers types de fonctions peuvent être utilis�ees comme
noyaux [8], la fonction gaussienne restant cependant la
plus utilis�ee. Les performances d'un tel r�eseau en approx-
imation d�ependent donc du nombre de centres et par con-
s�equent des noyaux, de leurs positions, de la valeur des
param�etres d'�echelle et de la m�ethode utilis�ee pour l'app-
rentissage de la relation entr�ee-sortie recherch�ee (ajuste-
ment des param�etres lin�eaires �l, l = 1; ::::; L).
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Fig. 2: R�eseau de neurones �a base de fonctions radiales,
RNBFR.

3.2 Apprentissage d'un RNBFR

Le vecteur des param�etres d'unRNBFR, P , est constitu�e
des centres, des param�etres d'�echelles et des param�etres
lin�eaires et, est g�en�eralement ajust�e de mani�ere �a min-



imiser l'EQM :

J(P ) =
1

N

NX
i=1

(yi � fRNBFR(xi;P ))2; (6)

sur un jeu de donn�ees d'apprentissage (xi; yi)
N
i=1. Pour

ceci deux principales strat�egies sont propos�ees dans la lit-
t�erature. La premi�ere est une m�ethode supervis�ee ou di-
recte utilisant des algorithmes tel que le gradient [9] pour
la recherche du vecteur optimal :

P
� = argmin

P

J(P ): (7)

La deuxi�eme est une m�ethode hybride utilisant des tech-
niques d'apprentissage non supervi�se [10] pour l'ajuste-
ment des param�etres de la couche cach�ee, les centres et
les param�etres d'�echelle (ou en d'autres termes pour la
recherche de la base de fonctions radiales optimale pour
la projection), et des techniques d'apprentissage super-
vis�e pour l'ajustement des param�etres lin�eaires. Les tech-
niques d'apprentissage supervis�e sont g�en�eralement bas�ees
sur l'estimateur des MC. Cette m�ethode est plus utilis�ee
en pratique car plus rapide et moins ch�ere en calcul que
la m�ethode directe. Le probl�eme est que ces m�ethodes
(hybride ou directe) supposent toutes deux que le jeu de
donn�ees d'apprentissage est d�ecrit par le mod�ele de regres-
sion (1) et donc ne tiennent pas compte du bruit pouvant
a�ecter l'entr�ee.

4 Construction du crit�ere

Le crit�ere d�evelopp�e ici peut être utilis�e pour la phase d'a-
pprentissage supervis�e dans une m�ethode hybride. Le but
�etant la recherche de la valeur des param�etres lin�eaires
(poids de sortie �) qui maximiseraient les performances
du RNBFR pour un jeux de donn�ees �a entr�ee et sortie
bruit�ees. L'application des m�ethodes d'apprentissage non
suppervis�e utilis�ees pour les entr�ees non bruit�ees (l'algoritme
du \k-means clustering" [11] pour les centres et l'approche
des M-plus proches voisins pour les param�etres d'�echelle
[6]) avec des entr�ees bruit�ees n'in
uent pas sur les per-
fomances du RNBFR. La justi�cation est que la relation
entr�ee-sortie recherch�ee n'intervient pas dans l'implentation
de ces algorithmes. Partant du mod�ele d'erreur en les vari-
ables :

yi = f(x�i ) + "i; i = 1; ::::; N

xi = x
�

i + �i (8)

ou X� = (x�
1
; :::::;x

�

N
) repr�esente le vecteur des entr�ees

exactes, X = (x1; :::::;xN) le vecteur des entr�ees ob-
serv�ees, �i et "i sont deux �echantillons ind�ependants de
bruits normaux de moyennes nulles et de matrices de co-
variances diagonales �a �el�ements identiques respectivement
de valeur �e pour �i et de variance �s pour "i. Dans ce cas
les quantit�es inconnues sont le vecteur � des param�etres
lin�eaires ainsi que le vecteur des entr�ees exactes X�. La
densit�e de probabilit�e conjointe de � et X�

aposteriori

(compte tenu des r�esultats de mesures) est donn�ee par la

r�egle de Bayes

}(�;X�

=Y;X) =
}(Y=X�

; �; X)}(X=�; X
�)}(�;X�)

}(Y;X)
:

(9)
Comme Y et X sont des r�esultats de mesures, donc con-
nus, }(Y;X) est uniquement une constante de normalisa-
tion destin�ee �a assurer que }(�;X�

=Y;X) est bien une
densit�e de probabilit�e,

}(Y;X) =

Z Z
}(Y;X=�;X

�)}(�;X�)d�dX�

: (10)

L'application du crit�ere du maximum aposteriori avec
l'hypothese d'uniformit�e de la distribution conjointe }(�;X�)
sur (6) est �equivalent �a son application sur

}(�;X�

=Y;X) / }(Y=X�

; �;X)}(X=�; X
�); (11)

de plus on a,

}(Y=X�

; �;X) / }(Y=X�

; �); (12)

�etant donn�e que la d�ependance de Y �aX est la même que
la d�ependance de Y �a X�, on obtient,

}(�;X�

=Y;X) / }(Y=X�

; �)}(X=X
�); (13)

et

f�̂; X̂�g = arg min
�;X�

NX
k=1

��
yk � fRBFN (x�k;�)

�s

�
2

+

�
k xk � x

�

k k

�e

�
2
�
: (14)

L'am�elioration des performances d'approximation de fonc-
tions non lin�eaires dans le cas o�u toutes les observations
sont bruit�ees, lors de l'utilisation de ce crit�ere est illustr�e
par l'exemple suivant.

5 Exemple d'application

A�n d'illustrer la m�ethode developp�ee dans cet article,
nous allons utiliser un RNBFR pour l'approximation de
la fonction f : R �! R d�e�nie par

y = f(x) = (1 + 2x� x
2)e�x

2

; (15)

avec x 2 [�4; 4]. Le jeu de donn�ees exp�erimentales util-
is�e pour l'apprentissage du RNBFR est �a entr�ee et sortie
bruit�ees, et est illustr�e sur la �gure 3. Le bruit ajout�e
aux donn�ees est obtenu par �echantillonnage de la loi nor-
male centr�ee de variance �e = 0:02 pour les entr�ees et
de variance �s = 0:15 pour les sorties. Un RNBFR avec
trois fonctions gaussiennes de projection est utilis�e pour
l'approximation. A�n d'e�ectuer une comparaison des r�e-
sultats, deux m�ethodes d'apprentissage hybrides sont util-
is�ees. La même technique d'apprentissage non supervis�e
est utilis�ee pour les deux m�ethodes [6], �a savoir l'algorithme
de \k-means clustering" pour le calcul de la valeur des cen-
tres des fonctions gaussiennes et un param�etre d'�echelle
identique pour les trois fonctions radiales de la base. Par



contre l'estimateur des MC est utilis�e comme technique
d'apprentissage supervis�e pour la premi�ere m�ethode et
l'estimation au sens du crit�ere �etabli en (14) sera utilis�ee
comme technique d'apprentissage supervis�e pour la deux-
i�eme m�ethode. Soit f̂1 la fonction obtenue par l'ajustment
des param�etres lin�eaires du RNBFR par la premi�ere m�eth-
ode et f̂2 la fonction obtenue par l'ajustement des param�e-
tres lin�eaires du RNBFR par la deuxi�eme m�ethode. La
valeur de l'EQM entre la r�eponse du r�eseau et la valeur
de la fonction donn�ee en (15) est donn�ee dans le tableau
1. On peut remarquer une nette am�elioration des perfor-
mance pour f̂2.
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Fig. 3: Exemple de r�esultat d'approximation, `*' donn�ees
d'apprentissage, `-.' estimation obtenue par RNBFR avec
MC et `...' estimation obtenue par RNBFR avec le crit�ere
(14).

Tab. 1: Erreur d'approximation
Approximation EQM

f̂1 0.0105

f̂2 0.0039

6 Conclusion

L'identi�cation des param�etres d'un RNBFR �a partir d'un
jeux de donn�ees exp�erimentales constitu�e d'entr�ees et de
sorties bruit�ees a �et�e �etudi�ee. L'utilisation des algorithmes
hybrides existant ne permet pas l'obtention d'une bonne
estimation de la r�eponse du RNBFR pour une entr�ee don-
n�ee. En e�et l'utilisation d'une m�ethode bas�ee sur l'esti-
mateur des moindres carr�ees ne tient pas compte de l'erreur
pr�esente sur les entr�ees d'apprentissage et de leurs prop-
agation aux sorties correspondantes. Ceci va donc bi-
aiser l'estimation des param�etres lin�eaires du RNBFR,
l'estimation de la valeur des centres et des param�etres
d'�echelles ne faisant pas intervenir la relation entr�ee-sortie
recherch�ee. Pour la r�eduction de ce biais nous avons indro-

duit une m�ethode d'apprentissage supervis�e reposant sur
la minimisation d'un crit�ere bas�e sur le mod�ele d'erreur
en les variables. L'estimation n�ecessite dans ce cas la con-
naissance des variances (matrice de covariance dans le cas
multidimensionnel) du bruit �a l'entr�ee �e et �a la sortie
�s. Une estimation de ses grandeurs peut être obtenue
par la r�ep�etition des mesures. Cependant, la compl�exit�e
de calcul augmente car en plus des param�etres lin�eaires,
les entr�ees exp�erimentales non bruit�ees doivent être es-
tim�ees. Le gain obtenu par l'utilisation de cette m�eth-
ode est la r�eduction du biais sur les param�etres lin�eaires
et donc l'am�elioration des performances d'approximation.
Un exemple de simulation montrant cette am�elioration
lors de l'utilisation de ce crit�ere dans la phase supervis�ee
de l'apprentissage a �et�e pr�esent�e.
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