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Résumé — Dans cette contribution, nous présentons un nouvel algorithme de séparation de sources dans le cas d’un mélange
linéaire instantané bruité dans un cadre bayésien. La distribution a priori des sources est modélisée par un mélange de gaus-
siennes et celle de la matrice de mélange par une gaussienne. Le mélange de gaussiennes est modélisé hiérarchiquement gréce
a l'introduction de variables cachées représentant les étiquettes du mélange. Nous considérons la distribution a posteriori des
sources, de la matrice de mélange, des étiquettes du mélange gaussien et des hyperparamétres du mélange avec des a priori
appropriés afin d’éliminer la dégénérescence des variances et nous proposons un algorithme itératif pour estimer conjointement
les sources, la matrice de mélange et les hyperparamétres.

Abstract — In this contribution, we present a new algorithm for source separation in the case of noisy instantaneous linear
mixture, within the Bayesian statistical framework. The source distribution prior is modeled by a mixture of Gaussians and the
mixing matrix elements distributions by Gaussians. We model the mixture of Gaussians hierarchically by mean of hidden variables
representing the labels of the mixture . Then, we consider the joint a posterior: distribution of sources, mixing matrix elements,
labels of the mixture and other parameters of the mixture with appropriate prior probability laws to eliminate degeneracy of the
likelihood function of variance parameters and we propose an iterative algorithm to estimate jointly sources, mixing matrix and
hyperparameters.

1 Introduction la séparation de sources. Nous présentons ’algorithme JMAP
connaissant les hyperparamétres. Nous introduisons, dans
la section 3, la modélisation hiérarchique des sources a
I’aide des variables cachées représentant les étiquettes du
mélange gaussien. Dans la section 4, nous incluons ’esti-
(1) mation des hyperparamétres dans I’algorithme JMAP en
profitant de la structure hiérarchique de 1’a priori. Nous
présentons quelques résultats de simulations dans la sec-

tion 5 et nous concluons dans la section 6.

On considére un mélange linéaire instantané de n sources.
Les observations sont entachées d’un bruit blanc additif
gaussien :

x(t) = As(t) +e(t), t=1,.,T

avec z(t) le vecteur (m x 1) des observations, s(t) le vec-
teur (n x 1) des sources dont les composantes doivent étre
séparées, A est la matrice de mélange (m x n) et €(t) re-
présente les erreurs de modélisation le bruit affectant les
mesures. Nous supposons que le bruit est statistiquement
indépendant des sources, centré, blanc et gaussien de va-
riance connue 062 I. On note 81 7 la matrice n x T des
sources et 1 7 la matrice m x T des observations. Le
probléme de séparation de sources est composé de deux
sous-problémes : Reconstruction des sources et identifica-
tion de la matrice de mélange. Trois directions peuvent
étre explorées :

1. Apprentissage supervisé : Identification de la matrice A
connaissant une séquence d’apprentissage et ’utiliser pour

2 Approche bayésienne
Connaissant les données x1. 7, la distribution a poste-

riort conjointe des sources 81,7 et de la matrice de mé-
lange A est :

p(A, s 7|z 7) xp(x1.7|A, 81.7) P(A)p(81..77) (2)

oup(xi.T|A,s1.1), p(s1.1) et p(A) modélisent les connais-

reconstruire les sources.
2. Identification aveugle : Estimer A dans un premier
temps & partir des observations i 7 et reconstruire les
sources dans un deuxiéme temps.
3. Estimation conjointe : Estimer conjointement A et s1_ 7.
Dans ce travail, nous allons explorer la troisiéme direc-
tion.
Le papier est organisé comme suit : Nous commencons
dans la section 2 par introduire I’approche bayésienne pour

sances a priori sur le bruit, sur les sources et sur la matrice
de mélange. Nous avons, désormais, trois directions :

(i) Intégrer (2) par rapport & s;.7 pour obtenir la mar-
ginale en A & partir de laquelle on déduit une estimation
de la matrice de mélange [1].

(i) Intégrer (2) par rapport & A pour obtenir la mar-
ginale en s1. 7 & partir de laquelle on déduit une estimée
des sources.

(7ii) Estimer conjointement A et sq..7.



2.1 Choix des distributions a prior:

Les sources sont modélisées par un mélange de gaus-
siennes [2] :

aj
sj) = Zajij\/
i=1

L’hyperparameétre g; est supposé connu.

Afin de tenir compte d’une éventuelle information sur la
matrice de mélange, nous avons choisi un a priori gaussien
pour chaque coefficient de la matrice A [1] :

p(Aij) = N(Mj;, 07 ;) (4)

Ce qui peut étre interprété comme connaissant chaque
élément (Mj;) avec une incertitude (o7 ;;). On note ici
I’avantage d’estimer directement la matrice A et non la
matrice séparatrice B (inverse de A). Cette approche pos-
séde au moins deux avantages : (i) A peut étre rectangu-
laire (n # m), (ii) en pratique, on posséde des informa-
tions a priori sur la matrice de mélange et non sur son
inverse qui peut ne pas exister.

(mji,0%), j=1.n (3)

2.2 Algorithme JMAP

Nous proposons un algorithme itératif pour estimer conjoin-

tement s;. 7 et A en maximisant le logarithme de la dis-
tribution a posteriori par relaxation :

§§k)T = argmax, ,Ilnp (A\(k_l), 31__T|:1:1__T)
AK)  — (k)
A = argmax,lnp (A8 7|z

Dans la suite, on suppose que les sources sont spatialle-
ment indépendantes. Nous faisons aussi I’hypothése que
les sources sont temporellement blanches bien que cette

hypothése ne soit pas nécessaire dans notre approche. L’op-

timisation est donc faite indépendemment & chaque ins-

tant ¢ :

S(t) ) = arg(rtr)iax {1np< (t)| AR s) Zln p; (s;(t

. . . . . - n
La distribution a posteriori de s est un mélange de [[_, g;
gaussiennes, menant ainsi i un cott de calcul élevé. Ce qui
nous a conduit & introduire une étape de relaxation dans
lestimation des composantes du vecteur s :

81+ = argmax, ) {In p(s; (B)|(t), A®,
81<j (), 5155 (1)) }
La distribution a posteriori de sj est un mélange de g;

. 2 . '
gaussiennes : N (mj,,0;, ). Siles moyennes m;,
ne sont trop proches les unes des autres, on se trouve dans
le cas d’une distribution multi-modale et pour estimer s;,

on choisit m , bour lequel le rapport 0“ est le plus grand.

iz

Aprés la remise & jour des sources s, 7, 'estimée de A
A cette méme itération est obtenue en maximisant :

Zlnp

t)|A, 851 (t)) +In p (A(t)) + cte

qui est une fonction quadratique en A. En annulant la
2

dérivée et en définissant A; ; = ——, la remise a jour de

a;ji,j
A est :

A = Mat([u+ S*) 7 uVect(M) + Vect(z: r(3751)*))

ou Vect est l'opérateur transformant une matrice en un
vecteur et Mat ’opérateur inverse. p est la matrice diago-
nale (nm x nm) dont le vecteur diagonale est
Vect((Ai,j)i=1..m,j=1..n) €t S* la matrice (nm x nm) for-
mée de blocs diagonales 81,787 , estimés & Dlitération
(k+1).

Nous allons maintenant examiner de plus prés ’expres-
sion de la distribution a posteriori des sources. C’est une
distribution multi-modale si les variances des gaussiennes
sont petites devant les distances entre les moyennes. Le
maximum de la distribution, dans ce cas, ne correspond
pas en général & la moyenne de la gaussienne la plus pro-
bable. Nous allons, dans un premier temps, sélectionner
la gaussienne la plus probable & chaque instant ¢ (classi-
fication) puis estimer la source s; comme la moyenne a
posteriori de cette gaussienne. Cela nous conduit & 1’in-
troduction des variables cachées et & la modélisation hié-
rarchique.

3 Modélisation hiérarchique

La distribution a priori de la composante s; est :

E Oé_”

On considére la variable cachée z; prenant ses valeurs dans
Pensemble discret Z; = (1,...,¢;) avec des probabilités
aji = p(z; =1). Conditionnellement & z; = i, s; suit la loi
normale N (mj,-,ajz-i). On peut étendre cette notion pour
le cas vectoriel en considérant le vecteur des étiquettes
z = [z1,...,2n] & valeurs dans 'ensemble Z = II}_, Z;. La
distribution de s connaissant z est la loi normale p(s|z) =
N(mz,I‘z) avec :

m]z; )

m; = [mlzi 3 M2z55 - - - Jmnzn] (5)
I, = diag(ale 3 U%z;: veey Urzlzn) (6)

La loi a priori marginale de s est un mélange de II7_, g;

gauss1ennes
=Y p(z)p(sl2) (7)
zZEZ

On peut ré-interpréter ce mélange comme un ensemble dis-
cret de couples (N, p(2z)). Les sources qui appartiennent
a cette classe sont générées de la fagon suivante : générer
les variables cachées z € Z selon p(z) et ensuite générer s
selon la normale \V,,. Ce modéle peut étre étendu en consi-
dérant un ensemble dénombrable ou continue de valeurs
de z.

3.1 Distribution a posterior: des sources

Dans ce paragraphe, on suppose que la matrice de mé-
lange est connue. La loi a posteriori de s, z et & peut étre



factorisée sous deux formes : p(s, z, x) = p(x|s)p(s|z)p(z)
ou p(s, z,x) = p(s|x, z)p(z|z)p(x). Donc, la loi marginale
a posteriori posséde deux formes :

z€EZ
ou
p(s|z) = Zp z|z) p(s|z, z) 9)
z€EZ

On note, dans la seconde forme, que 1’a posteriori reste
dans la méme famille que I’a priori (méme expressions
conditionnellement & x). La stratégie d’estimation est ba-
sée sur la remarque suivante : Les sources étant modélisées
hiérarchiquement, on va les estimer hiérarchiquement ; on
commence par estimer les variables cachées & partir de
p(z|z) puis on estime les sources a partir de p(s|z, z) qui
est gaussienne.

La probabilité p(z|x) est obtenue en intégrant par rap-
port & s la loi a posteriori conjointe de z et s :

pzlr) = /p(z,3|w)ds o P(Z)/p(w|3)p(3|z)ds (10)

L’approche bayésienne nous permet d’exprimer notre in-
formation a priori via des modéles paramétriques. Cepen-
dant, en général, on ne connait pas les paramétres de la
loi a priori. Dans la prochaine section, nous allons voir
comment on peut aussi estimer les hyperparamétres in-
connues.

4 Estimation d’hyperparamétres

Les hyperparamétres considérés ici sont les poids ¢,

les moyennes m et les varlances du mélange de gaus-
siennes :
Sj ~ Zngl Oéjz./\/ (mjz, 1;7), ] = 1,...,
pons dans la suite une méthode d’estimation de ces hyper-
parameétres. L’idée principale est la suivante : Condition-
nellement aux variables cachées (2;)1..7 = [2;(1),. ..
les hyperparamétres m;, et 9, pour z € Z; =(1,...,q;)
sont les moyennes et variances d’une distribution gaus-
sienne. A partir de (2;)1.7 = [2;(1),...,2;(T)], on effec-
tue une partition de l’ensemble 7 = [1,...,T] en sous-
ensembles T :

T.={t|z{t) =2}, z€ Z

Ceci constitue ’étape de classification.

Supposons que la matrice de mélange A et les compo-
santes s;; sont fixées et que la classification est effectuée.
L’estimation de m;, et v, se raméne au cas simple et
connue de l’estimation des paramétres d’une gaussienne
[3].

Soit 8,, = (mj. , ¥;z), laloi a posteriori jointe de s; et
;. sachant z; & chaque instant ¢ est :

n. Nous dévelop-

(11)

(85, 05z |z, 2j) < p(x | 8) p(s; |0;2, 2;) p(0;2 | z;) (12)

p(8; |6z, 2;) est une gaussienne de moyenne m;, et de
variance ——.
Y=

p(0i2125) = p(8;2) = p(m;j.)p(Y;2) estlaloi a priori des

»2i(T)],

hyperparamétres. La loi a posteriori marginale de 8;, est
obtenue & partir de l’expression précédente en intégrant
par rapport a 8; :

P62 | @, 2) < p(6;2) / p(@|8)p(s; | 652, ;) ds;. (13)

sj
En posant ¢; = 1/0J2- et ¢;, = 1/012'2
p(0;: |z, 2)) ox p(B:)y ) 2550 x

i Y=
exp [_% 95 +0;: (s — mj)z]

Notons que la vraisemblance est normale pour la moyenne
mj. et gamma pour Ajz = (;9;z) / (6 + ¥jz)-

En prenant un e priori uniforme pour les poids et les
moyennes, ’estimée de a;, et m;, sont :

map Card(]

aj, 7( ) (14)
> m;(t

mMAP = SUET I 0 (15)

Pour les variances, nous choisissons un a priori inverse
gamma G (o, 8). Ce choix est motivé par deux raisons :
(i) ¢’est un a priori propre qui permet d’éliminer la dé-
générescence des variances vers zéro (il a été montré dans
[4] (cas sans bruit et sans mélange) et dans [5] que la vrai-
semblance n’est pas bornée ce qui cause la dégénérescence
des variances vers zéro), (ii) c’est un @ priori conjugué
ce qui conduit & des expressions de ré-estimation simples.
L’estimation de ¢;, au sens du MAP est donc :

~MAP apost -1

iz = " pgpost (16)

avec aP°t = o + T et /Bpost ,8 + DT, (mJ(t) AMAP)2
2 .

4.1 Algorithme JMAP

En incluant D’estimation des hyperparamétres, 1’algo-
rithme JMAP hiérarchique est composé de quatre étapes :

1. Estimation des variables cachées (z;)M4F

des partltlons
(t) =z}

T {t| MAP

2. Remise & jour des hyperparamétres a;
MAP selon les équations (14), (15)

et calcul

GMAP | GMAP
(16)
3. Estimation des sources (8)M4 selon (2.2).

4. Estimation de la matrice de mélange (A)MAP (2.2).

etm

5 Reésultats de simulations

Afin de tester les performances de l'algorithme JMAP
hiérarchique, nous considérons 1000 observations générées
comme dans [6]. L’a priori des sources est un mélange
de deux gaussiennes centrées en —1 et 1 avec la méme
variance 0.01 et méme poids 0.5. La matrice de mélange
1 -06

inconnue est A = ( 0.4 1

). Le rapport signal sur



bruit SNR est 8 dB. L’indice de performance [7] est utilisé
pour caractériser le résultat d’identification :

. ~_ Si; 2

ind(S = A1 A) = 1Y, (E,- sl — 1) T
1 Ers
2 Z] (Zz maml‘SIj‘Z B 1)

La figure 1 illustre les résultats de séparation. Les sources
sont reconstruites avec une erreur quadratique moyenne
EQM= 0.01. La figure 2a représente ’évolution de I’in-
dice de performance au cours des itérations. On note la
convergence de JMAP a partir de l’itération 30 vers une
valeur satisfaisante de —40dB. Pour un SNR= 15dB, les
algorithmes PWS, NS [6] et EASI [8] convergent vers une
valeur de —35 dB pour 6000 observations. Les figures 2c et
2d illustrent les résultats de ’identification des hyperpa-
ramétres. On note la convergence de ’algorithme vers les
valeurs originales (—1 pour mq; et 0.01 pour 0%, = 1/111).
Afin de valider I’idée de la classification des données avant
Pestimation des hyperparamétres, nous pouvons visualiser
I’évolution des erreurs de classification (nombre de don-
nées mal classifiées). La figure 2b montre la convergence
de ces erreurs vers zéro 3 partir de l'itération 5. Ainsi,
aprés cette itération, ’identification des hyperparamétres
est effectuée sur les données correctement classées. L’esti-
mation de a;j,, mj, et 1;, prend en compte uniquement
les données appartenant & la bonne classe et n’est pas ainsi
corrompue par des données mal classées. La comparaison
de I’ algorithme JMAP avec l'algorithme EM a été réali-
sée dans [1] ot nous avons noté que l’algorithme JMAP est
moins sensible au choix de 'initialisation que ’algorithme
EM.

6 Conclusion

Nous avons proposé une solution pour le probléme de
séparation de sources dans un cadre bayésien. L’intérét de
cette approche réside dans les aspects suivants :

— Prise en compte d’incertitude de modéle et du bruit.

— Introduction des distributions a priori pour la ma-

trice de mélange et pour les hyperparamétres. Ceci
est motivé par deux raisons différentes : I’a priori sur
la matrice de mélange nous permet d’exploiter des in-
formations a priori sur probléme physique direct et
I’a priori sur les variances permet d’éliminer la dégé-
nérescence et de borner la vraisemblance.

Nous exploitons la structure & données manquantes de I’q

priori des sources pour développer une stratégie d’estima-

tion hiérarchique.
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Figure 1- Résultats de séparation avec SNR= 8dB
(a) Distribution des sources,
(b) signaux mélangés et (¢) sources séparées

Figure 2a- Evolution
de 'indice de performance

Figure 2b-Evolution
des erreurs de classification

Figure 2c- Identification de Figure 2d- Identification de
mi1 Y11



