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Résumé — La séparation aveugle de source est un probléme fondamental en traitement des signaux. Dans le cas général de
mélanges convolutifs, le critére d’indépendance est complexe car il doit s’appliquer & un processus aléatoire. Dans cet article,
nous traitons un cas particulier, dans lequel le canal introduit un mélange linéaire instantané et le filtrage est lié & la réponse en
fréquence des amplificateurs associés aux capteurs. Dans ce cas, on montre le critére d’indépendance des variables aléatoires est

suffisant pour réaliser la séparation.

Abstract — Blind source separation is a fundamental signal processing problem. For convolutive mixtures, the independence
criterion is complex since it does take into account that sources are random processes. In this paper, we consider a special
convolutive mixture, in which the channel implies linear memoryless mixtures, and componentwise linear filterings are due to
the frequency response of the amplifiers associated to each sensor. In this case, we show that statistical independence of random

variables is sufficient for insuring source separation.

1 Introduction

La séparation aveugle de source est un probléeme impor-
tant en traitement des signaux et a été largement étudié
dans la derniere décennie. Dans le cas instantané linéaire,
le mélange est de la forme :

x = As (1)

ou s est le vecteur des sources, x est le vecteur des ob-
servations, et A est la matrice mélangeante. Pour séparer
les sources, on estime une matrice de séparation, B, telle
que :

y = Bx. (2)

On montre [3] que l'indépendance des composantes de
¥, est suffisante pour obtenir la séparation (avec des indé-
terminations sur les ordres et le gain des sources).

Dans le cas convolutif, les matrices de mélange et de
séparation sont des matrices de filtres, fréquemment des
filtres & réponse impulsionnelle finie [6, 5, 1]. Pour ce type
de mélanges, on montre que l'indépendance des sorties est
suffisante pour obtenir la séparation (& un filtre pres) [7].
Mais, le critere d’indépendance de y; et y» ne se restreint
pas a lindépendance de yi(n) et y2(n). Il doit inclure
I’indépendance des paires y1(n) et y1(n — m) pour toutes
les paires (m,n.
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F1G. 1: Les systemes de mélange et de séparation

Dans ce papier, nous considérons un cas particulier de
mélanges convolutifs dans lequel le canal induit un mélan-
ge linéaire instantané, mais les réponses fréquentielles des
capteurs et des amplificateurs associés sont modélisées par
des filtres. Dans ce cas spécial, on montre que 1’'indépen-
dance de y1(n) et y2(n) a instant n est suffisante pour la
séparation. Ce résultat permet de concevoir un algorithme
trés simple pour séparer ce type de mélanges.

2 Préliminaires

Considérons le systeme de figure 1, ou les sources sont
d’abord mixées par un mélange linéaire et instantané, puis
filtrées, composante par composante, par les filtres F;(2),
associés a la réponse fréquentielle des capteurs ou des am-
plificateurs qui suivent ces capteurs. Les observations,
mélangées et filtrées par les filtres F;, sont notées x;, i =
1,...,N. Pour séparer le mélange, on doit d’abord com-
penser Peffet du filtrage (en estimant des filtres G;), puis
estimer une matrice de séparation. Les sorties des filtres
G; sont notées v;, 4 = 1,...,N. Dans la suite, le filtre
total, sur chaque voie ¢ sera noté :

H;(z) = F;(2)G;(2) (3)



Il est clair que si :

Hi(z) = cijHj(z) Vi, j (4)
et BA est le produit d’une matrice de permutation et
d’une matrice diagonale, les sorties sont indépendantes.
Les sources ne peuvent donc étre restituées qu’a un filtre
pres. Avec ce mélange convolutif particulier, nous pou-
vons montrer les résultats suivants, dont les preuves sont
données dans ’annexe.

Théoreme 1 Soient 2 sources s; centrées iid, dont une
au plus est gaussienne, soit la matrice de mélange A =

( ; 6111 ) réguliére telle que ajas # —1, et soient les
2

filtres vérifiant Im : hi(m)ha(m) # 0, si y1(n) et y2(n)
sont indépendants, alors y1(n) et y(n —m) sont indépen-
dants Vm.

Théoréme 2 Sous les hypothéses du théoréme 1 et si la
matrice A satisfait la condition : ay # 0 ou az # 0,
lindépendance de yi1(n) et ya(n) implique que Hy(z) =
cH»(2), ot ¢ est une constante arbitraire.

Le premier théoreme montre que, pour les mélanges par-
ticuliers considérés, I'indépendance de y1(n) et y2(n) est
une condition nécessaire et suffisante d’indépendance des
processus aléatoires y; et yo. Ce résultat s’étend facile-
ment au cas N x N en considérant I’indépendance par
paire.

Le second théoréme montre, que si la matrice A est suff-
isamment mélangeante, les filtres globaux sont identiques
sur chaque voie, & un facteur d’échelle pres.

3 Equations d’estimation

Les filtres Fj(z) associés aux capteurs ou aux amplifica-
teurs sont typiquement des filtres causaux que ’on peut
modéliser par des filtres a réponse impulsionnelle finie
(RIF) d’ordre généralement réduit (1 & 3 sont des valeurs
raisonnables) qui vérifient f;(0) # 0, Vi.

Les filtres compensateurs G;(z) sont choisis de type
RIF, causaux, d’ordre M, de la forme :

M
z) = 1+Zgijz_j- (5)
=

Compte tenu de ’hypothese f;(0) # 0 et de la forme
des filtres G;, 'hypothese h;(0) # 0 du théoréme 1 est
satisfaite, et le théoréme peut s’appliquer.

Soit y = (y1,¥a, .- ,yN)T le vecteur aléatoire de sorties,
on utilise comme critere d’indépendance I'information mu-
tuelle, I(y) :

N
= H(y) - H(y) (6)

k=1

ot H(-) = —ElInp((-) est 'entropie de Shannon.

3.1 Séparation de la partie instantanée

En utilisant les relations de changements de variables dans
les densités, on peut exprimer ’entropie de y en fonction

de l'entropie de v = (vy,v2,...,UN)
H(y) = H(v) + In| det(B)]. (7
Le gradient de H(y) par rapport & B s’écrit :
0H(y) _ 0 _n-T

De plus, & partir de la définition de l’entropie et de y; =
Eszl bijk, on obtient :

Bb” (ZH Yk > = —E{¢i(yi)v; } 9)
)

ol Y; = est la fonction score de y;.
En combinant (8) et (9), nous avons :
6;3) —E{¢p,(y)v'} -BT (10)
olt 1y (y) = (%1 (1), ¥2(3), ..., ¥n(yn)) "

3.2 Compensation des filtres

De I’équation (7), on calcule :

0H(y) _0H(v) _ [ 9 |
. dlnp,(v) Ov;
- {Ti'agij}
Donc :

ol ¢v,;(v) est la i-éme composante de la fonction score
conjointe [1] de v, définie par :

¢y (x) = VxInpy(x)
_ 1 (apv(x)___ apv<x)>T (13)
Tpe(x) \ 0z 77 Bzn

Puisque yi = Zf;l briv; et que seul v; dépend de g;j;, le
calcul de la dérivée de H(y;) par rapport & g;; donne :

OH (y) _ _E{alnpyk (yk)}
09gij 09ij
_ - [9Inpy, (yr) Oyx Ovi
= { Oy Ov; 0gij (14)

61&'
-E (%bk(yk)bki@-)
Donc :
5 XN
H(yr) = Z%W yr(n)) | zi(n —j) ¢ -
99 1=
(15)
En notant la matrice N x M, G = (gi;), les vecteurs

X(n) = [x(n—1),x(n—2), - ,x(n—M)] et
baig(n) = o (v(n) — BTy (y(n)) et en appliquant (12)
et (15), on a :

8(5—(5) =E {diag (d’diﬁ (n)) X(n)} : (16)



4 Algorithme

La mise en oeuvre des équations d’estimations requiert
I’estimation préalable des fonctions score marginales et
multivariables [4]. Nous proposons un algorithme par bloc
pour la séparation, mais une version adaptative est bien
entendu envisageable.

En ce qui concerne la partie instantanée, ’équation d’es-
timation tirée de (10) est identique & celle obtenue pour
des mélanges linéaires instantanés. Donc, l'algorithme
d’estimation de B s’écrit :

d”_{l—yf if i = j
N E{i(yi)y;} ifi#g

Les filtres G; sont ajustés selon (16), & partir d’un al-
gorithme de descente de gradient :

Gui1 = G — i B {diag (Y4 () X}~ (19)

(18)

ot E est Pespérance mathématique empirique, et uo est
un pas, soit constant, soit décroissant [2] selon :
p2(0)

po(n) = E25

> 0.
g Y20 (20)

5 Résultats Expérimentaux

Pour valider notre méthode, nous avons choisi des filtres
F;(z) passe-bas du premier ordre :

1

B = T

(21)

et des filtres compensateurs de la forme :
Gi(z) =1+giz7". (22)

Ce choix regle le probléme d’indétermination (la constante
¢) qui apparait dans le théoréme 2.

Dans la premiere expérience, 100 échantillons de deux
signaux iid, & distribution uniforme, sont mixés par la

matrice :
1 0.5
A=y V).

Les coefficients des filtres sont a; = 0.6 et s = 0.8.
Nous avons utilisé pu3 = 0.1 et pus = 0.05 (constante).
Les résultats de séparation, obtenus avec ’algorithme ci-
desus, sont moyennés sur 50 expériences. On trouve, en
moyenne, g1 = —0.5954 et go = —0.7942, avec des vari-
ances de 0.0023 et 0.0008, respectivement.

Dans une seconde expérience, on a choisi une matrice
de mélange mal conditionnée :

A:(1§>.

Avec p1 = 0.1 et p2(n) = 0.0005, en moyenne sur 50
expériences, on obtient g; = 0.6004 et go» = 0.8001, avec

des variances de 7 x 107° et 4 x 10°, respectivement.
On peut accélerer la vitesse de convergence en utilisant
un pas variable, pu2(n) o« 1/n, en conservant les mémes
performances.

On observe que ’estimation de filtre est meilleure dans
le cas des mélanges mal conditionnés, probablement parce
que l’algorithme (17) est alors plus sensible & la déforma-
tion introduite par les filtres. Cette hypothese doit cepen-
dant étre vérifiée par un calcul de performances.

Le théoreme 1 a été démontré sous ’hypothese de sour-
ces iid. La robustesse de ’algorithme vis-a-vis de cette
hypotheése est intéressante a tester.

Dans une troisieme expérience, on a donc mixé deux
sources non iid. Si les filtres passe-bas F; ont une fréquence
de coupure élevée par rapport aux fréquences des deux
sources, le mélange total est tres proche d’un mélange
linéaire instantané. On peut alors obtenir une bonne sépa-
ration des sources, en estimant simplement la matrice de
séparation, mais on est incapable d’estimer correctement
les filtres.

En revanche, si 'une des sources contient des fréquences
élevées, ou est iid, la séparation ne peut étre obtenue que
pour une estimation correcte de la matrice de séparation et
des filtres compensateurs. Dans une quatriéme expérience,
nous avons mixé 300 échantillons de trois sources : une
séquence iid de distribution uniforme, une sinusoide, et
un signal carré par la matrice :

1 4 10
A=(13 7 |,
1 5 12

suivie de filtres du premier ordre de coefficients a; = 0.6,
as = 0.8 et ag = 0.7. Dans ce cas, on estime correctement
la matrice de séparation et les filtres. En répétant 50
fois I'expérience, avec les pas d’adaptation g3 = 0.01 et
pu2(n) = %, on obtient en moyenne g; = —0.5971, g5 =
—0.7982, g3 = —0.6978 et :

0.0045 —0.0083 |0.9743
BA =| -0.0248 |1.4352] 0.0849
-3.5945]  0.0248  —0.0476

Les rapports signal a bruit en sortie sont alors de 34.1dB,
24.6dB et 25.8dB, pour les sources estimées 1, 2 et 3, re-
spectivement (figure 2). Dans ce cas, il faut mentionner
que, pour assurer la convergence de l’algorithme, le pas
d’adaptation ps doit étre tres petit ou décroissant.

6 Conclusion

Nous avons présenté un algorithme de séparation dans
le cas de mélanges convolutifs particuliers. Pour ce type
de mélanges, I'indépendance instantanée des sorties per-
met de restituer les sources & un filtre prés. Actuelle-
ment, nous étendons cette étude aux mélanges post-non
linéaires & mémoire, obtenus en insérant une non-linéarité
(modélisant la distortion de chaque capteur) entre la ma-
trice de mélange et chaque filtre, associé alors a la réponse



Source signal 1 Recieved signal 1 Output signal 1

2 2 2
1 1 1
. . . Mw
-1 -1 -1
-2 -2 -2
0 50 100 0 50 100 [ 50 100
Source signal 2 Recieved signal 2 Output signal 2
2 2 2
1 1 / 1
0 0 0
-1 -1 -1
-2 -2 -2
0 50 100 0 50 100 0 50 100
Source signal 3 Recieved signal 3 Output signal 3
2 2 2
1 1 1
. —U_U_U_U_M X .
-1 -1 -1
-2 -2 -2

0 50 100 0 50 100 [ 50 100
Fi1G. 2: Séparation de 3 mélanges avec post-filtrage.

en fréquence de la chaine d’amplification (supposée linéai-
re) qui suit chaque capteur.

A Annexe

Preuve du théoréme 1. La matrice de séparation étant

, (1 .
noteeB—(b2 1 >,ona.

yi(n) = Y {h(k)+ asbihs(k)} s1(n — k)

k=—o0

- (23)
+ Y A{arha(k) + biha(k)} sa(n — k)
k=—o0
ya(n) = D {b2hi(k) + azhz(k)} s1(n — k)
b= (24)

+ Y {arboha (k) + ha(k)} s2(n — k)
k=—o0
Supposons que y;(n) et y2(n) sont indépendants. En ap-
pliquant le théoréme de Darmois [3] aux variables aléatoi-
res s1(n — k) et s2(n — k), on doit avoir, Vk :

bahi(k) + asha(k) = 0
{ alhl(k)+ab1h2(k) =0 (25)
ou :
hi(k) + azbiha(k) = 0
{ aibahl(k)2+1 hi(k) =0 (26)

Supposons maintenant Im tel que hy(m)ha(m) # 0, en
écrivant (25) pour k = m, on déduit :

_ ha(m)
b1 = —a1 hz(m) (27)
by = —ay Zigzg (28)

Posons ¢ = %(% Pour k£ # m, on trouve hy(k) =
cha(k) en reportant dans (25), ou le systéme suivant en
reportant dans I’équation (26) :

(et i) (et )= (5
(29)

Le déterminant de (29) est (1 — afa3) hi(m)ha(m) # 0
compte tenu des hypotheses. Les solutions uniques de
(29) sont donc hy(k) = ha(k) = 0, et sont aussi solutions
de (25). Ainsi, (25) est satisfaite pour tout k et on a
h1(k) = cha(k). Les sorties y1(n) et y2(n) sont alors :

Y1 (n) = Z {hl (k) + azblhz(k‘)} sl(n - k) (30)

k=—o0

ya(n) = Y {arbaha (k) + ho(k)} sa(n — k) (31)

k=—o0

et ’on voit aisément que y1 (n) and y2(n—m) sont indépen-
dants, Vm. De la méme maniére, ce raisonnement peut
s’appliquer a I’équation (26). O

D’apres ce résultat, on peut déduire le théoreme 2. En
effet, si a1 # 0 ou as # 0, alors Vk, hq(k) = cha(k), ol
¢ est une constante réelle. Dans le cas contraire (a1 =
0 et aa = 0), c’est-a-dire pour une matrice A identité,
I’indépendance peut étre préservée avec des filtres quel-
conques. O
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