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Résumé —

Cet article décrit de maniére théorique 1’Annulation d’Echo Acoustique réalisée par un algorithme LMS en présence de non-
linéarités avec mémoire dans le canal a identifier. Les non-linéarités, modélisées par un filtre polynomial de Volterra d’ordre 2,
sont appliquées en amont du canal acoustique linéaire. Le comportement du filtre adaptatif et de 'Erreur Quadratique Moyenne
en sa sortie sont dérivées en présence de données gaussiennes. Des simulations de Monte-Carlo valident les calculs théoriques.

Abstract —

Our concern is the Acoustic Echo Cancellation in presence of nonlinearity with memory in the channel to be identified. In our
context we assume that the nonlinearity, modeled by a pure second-order Volterra filter, is applied before a linear filter. The
mean weight behaviour of the LMS algorithm as well as the mean-squared error at its output are derived in presence of gaussian
data. Monte-Carlo simulations are then provided which show the accuracy of the theoretical predictions.

1 Introduction

Le domaine des télécommunications GSM voit le dé-
veloppement croissant, pour le confort voire la sécurité
de l'usager, de la fonction mains-libres. Cette fonctionna-
lité requiert & la fois une amplification plus élevée et un
haut-parleur plus puissant, ce qui va & ’encontre de la mi-
niaturisation des terminaux : il en résulte une utilisation
aux tensions limites des composants analogiques, créant
ainsi des non-linéarités. A cet effet, de nouvelles approches
d’annulation d’écho acoustique a base de traitements non
linéaires ont été proposées [1][2]. Dans [3], Costa et al.
décrivent 'influence d’une fonction non linéaire sans mé-
moire de type erf sur le controle actif de bruit. On se pro-
pose ici d’étudier I'impact du haut-parleur, modélisé par
un filtre de Volterra d’ordre 2, sur I’annulation d’écho li-

néaire réalisée par 'algorithme LMS (Least Mean-Squares).

Plus précisément, on montrera son influence sur le com-
portement en moyenne du filtre adaptatif E {w (n)}, et de
PEQM (Erreur Quadratique Moyenne) E{e2 (n)}, pour
des données d’entrée gaussiennes et un pas d’adaptation
faible.

2 Notations

La figure 1 montre le systéme réel dans son ensemble,
composé du haut-parleur source de non-linéarités, du ca-
nal acoustique et du microphone que I’on suppose ici par-
fait. z (n) est un bruit additif, indépendant du signal d’ex-
citation du haut-parleur z (n). Le signal en sa sortie est
noté xpy (n), et la réponse impulsionnelle du canal acous-

tique est représentée par le filtre linéaire w,,. La grandeur
d (n), résultat de la convolution de xp, (n) et de we,, est
le signal d’écho capté par le microphone.

De par ses caractéristiques et notamment 1’élasticité de
sa membrane, le haut-parleur présente des propriétés de
mémoire, aussi bien dans sa partie non linéaire qui se ma-
nifeste & des tensions d’entrée proches de la tension maxi-
male d’utilisation définie par le constructeur, que dans sa
partie linéaire. On peut ainsi représenter le haut-parleur
par un filtre de Volterra causal d’ordre p de la forme :

+oo
zhp (n) = > ha(a1)z(n—aq)

a1=0

+00 +oo
+ 2 X hplan y)r(n—an) -z (n—aqp)

a1=0 ap=ap—1
(1)

ou le noyau h; représente la partie linéaire et les noyaux
d’ordres supérieurs h;, ¢ > 2 la partie non linéaire. Dans
un souci de simplification, les noyaux seront limités & 1’or-
dre 2. De plus, du fait de la convolution avec le canal
acoustique w4, la partie linéaire h; peut étre incluse dans
la réponse linéaire globale w® = h; % w., : on peut alors
montrer qu’il existe un noyau d’ordre 2, g, qui assure
h17h2 > o ( 57.%2 >7 oil
Weq w

0 est 'impulsion de Dirac. Sans perte de généralité, le
systéme global haut-parleur/canal acoustique peut alors
se représenter par un systéme série non linéaire/linéaire
décrit sur la figure 2 (partie grisée). La partie non linéaire
est modélisée par un filtre de Volterra d’ordre 2 de réponse

I’équivalence des systémes (



Fi1G. 1 — Schéma du systéme

impulsionnelle g» (7, j) en paralléle avec un dirac, dont la
sortie x4 (n) est exprimée par :

2, (n) = @ (n) + 2 (n)
LMLl . N (2)
=z(n)+ > > g2(i,5)z(n—i)x(n—j),
=0 j=1i
ou la constante L représente la mémoire finie de la partie
non linéaire du haut-parleur, et la réponse linéaire globale
du systéme est représentée par un filtre & réponse impul-
sionnelle finie, de taille N x 1, noté w°.
Pour un signal temporel quelconque u (n), la notation
u (n) représente le vecteur d’observation des N derniers
éléements : ul (n) = [u(n)u(n —1)---u(n— N +1)].
Le signal désiré d (n) s’écrit donc :

d(n) = ng (n) w°. (3)
Le signal capté par le microphone est noté y (n) :
y(n)=d(n)+z(n), (4)

ol z (n) est un signal indépendant statistiquement de  (n).

Le filtre adaptatif effectuant I’identification et réactua-
lisé suivant I’algorithme LMS est noté w (n).

3 Analyse Statistique

On se propose dans un premier temps de déterminer
Uinfluence théorique de la partie non linéaire du haut-
parleur modélisé par I’équation (2) sur les performances
de l’annulation d’écho réalisée par un filtre LMS. A cet
effet, on rappelle les équations de lerreur e (n) et de réac-
tualisation du filtre adaptatif w (n) :

e(n) =z (n) + w'x, (n) —w" (n)x (n) (5)
w(n+1)=w(n)+pe(n)x(n) (6)
ou u est le pas d’adaptation fixe du LMS, x (n) le vecteur

d’entrée du filtre adaptatif, z (n) et z (n) des bruits blancs
gaussiens centrés, de variances respectives o2 et o2.

3.1 Hypotheéses

Pour mener & bien ’analyse statistique, les hypothéses
fondamentales énoncées dans [4] sont reprises. Cependant,
du fait de la mémoire introduite par le filtre g», 'indépen-
dance statistique des vecteurs x» (n) et x2 (n — k) n’est
vraie que pour |k| > L :

Vik| <L : )
E{xs(n)x} (n—k)} # E{xs (n)}E{x] (n—k)}.

=51 [i:f)
3 (n)
(%)

F1G. 2 — Modélisation du systéme (partie grisée) et iden-
tification

Ceci implique que le vecteur w (n) n’est pas statistique-
ment indépendant de x5 (n) (alors que w(n) et x(n) le
sont). Nous verrons par la suite I'incidence de (7) sur la
dérivation de E {e? (n)}.

3.2 Filtre moyen E {w (n)}

En insérant ’équation (5) dans (6) et en prenant l’es-
pérance conditionnellement & w (n), on obtient :

Efw(n+1)|w(n)} = w(n) - podw (n)
+,uE{w°Txg (n)x(n)}

Pour un bruit blanc gaussien centré, les moments d’ordre
impair sont nuls. En prenant I’espérance sur w (n) de (8),
on obtient finalement :

E{w(n+1)}=E{w®)}1-puo?) +uoiw’. (9)

Sil’on prend comme condition initiale w (0) = 0, ’équa-
tion (9) méne au systéme & deux équations [3] :

E{w(n)} =k(n)w* (10)
kE(n+1)=k(n)(1—po2)+puo2, avec k(0) = 0. (11)
On montre aisément que, sous hypothése de convergence

(n < 2/c2 ), la suite k (n) vérifie lim & (n) =1, et donc
n o0

que w (n) tend vers w°

3.3 Erreur Quadratique Moyenne E {¢* (n)}
A partir de I'équation (5), on obtient :
E{e? (n)| w(n)} = o2
+E{w" (n)x(n)w' (n) x (n)| w (n)}
+E {w°Tx, (n) w°Tx, (n)}
—2E{wT (n)x (n) w°T x4 (n)|w(n)}.
En vertu de 'indépendance de w (n) et de x (n), la pre-
miére espérance du terme de droite vaut o2 wl (n) w (n).
En utilisant la décomposition de x, de I’équation (2), la
seconde espérance vaut o2w°Tw° + woTTow®, ou I'y est
la matrice d’auto-corrélation de la non-linéarité d’ordre 2 :

Iy =E{xs(n)xj (n)}. (13)
Toujours en utilisant (2), la troisiéme espérance se dé-
compose en deux termes :
E{w"( X() T xy ()| w(n)} =
E{W ( )x" (n) wo|w (n (14)
+E{W x (n)x3 (n) w°|w(n)}.

(12)



Fia. 3 — Coefficients du filtre de Volterra g,

Le premier terme de droite de (14) vaut o2w°!'w (n).
Le second terme, que ’on note A, est plus complexe a
expliciter du fait de la dépendance de w (n) et de x2 (n).
Néanmoins, on sait que pour k > L, I'indépendance entre
w (n — k) et x2 (n) est réalisée. En remplagant de maniére
itérative w (n — k) en partant de k = 0 jusqu’a k = L
grace a la formule de récurrence (6), on peut montrer que :

L-1

L1 L—1
A=wT \p> B(i)=Y pb> C(ki)|w°, (15)
i=1 k=2 i=k

ou B (i) est assimilable & un moment d’ordre 6 et C (k, )
& un moment d’ordre 2k + 4 :

B(i)=E{x2 (n—1) x! (n—i)x (n)x) (n)}, (16)
C (k,i) = E{x2(n—i)xT (n —1i) x
k1 . oaLT L T (17)
Hl (x(n—i+j)x" (n—i+j))x(n)x3 (n) }.
j=
On remarque que chaque moment d’ordre 2k + 4 est
pondéré par p*. Ainsi, méme si L prend des valeurs impor-
tantes et par 14 méme le moment d’ordre maximal 2L + 2
(pour L = 20 et un signal x gaussien centré de variance
unité, on a B {z*£7?} ~ 1,3.10%"), en choisissant un pas
d’adaptation p suffisamment faible (de 'ordre de 1072),
A reste négligeable devant les autres termes. De plus, ces
moments sont également pondérés par le carré des coeffi-
cients g (7, j), dont on peut observer sur la figure 3 qu’ils
vérifient |g» (i, )| < 5.1073. On en déduit alors I'équation
de PEQM :

E{e?(n)} = o2+ olE{wl (n)w(n)}
—202E{w' (n)} w° (18)

+o2wolwo + wolTywe.

Etat transitoire : on peut poser I'approximation sui-
vante E{w” (n)w(n)} ~ E{w )Y E{w (n)} [3], ce
qui méne en utilisant le systéme d’équations (10,11) & :
E{e*(n)} =02 +02 wolwe (1= k(n))” + w°lTywe.
(19)
Si 'on note 0%, la variance du signal d’observation
d (n) dans le cas linéaire idéal (i.e. sans g»),

Uglin = Ui WOTWO; (20)

LM ¥ s

FiG. 4 — Identification de g»

on obtient :
E{e*(n)} =02 +0% (1-k(n)” +w° Tow®. (21

La seule différence entre I’équation (21) et la formule de
récurrence régissant ’EQM dans le cas linéaire réside dans
le terme constant w°ITyw®, ce qui signifie que la vitesse
de convergence est la méme que dans le cas linéaire.
Etat stationnaire : en utilisant le méme formalisme
développé par Haykin [4], on montre que :

E{e’(0)} =02 + woTTow® + E{Jep (0)},  (22)

ol E {Je, (00)} est 'exces ’EQM da a la variance du filtre
adaptatif w (n). Si 'on impose maintenant ||z2| < ||z||,
on peut montrer que, sous I'hypothése pu < U%, ce terme
est proportionnel & p. Ainsi pour p faible, I’EQM a létat
stationnaire vaut finalement :

E{e®(0)} = o + woIT,w°. (23)

A linfini, FEQM est donc égale a la variance du bruit
additif plus le terme w°TTow® qui n’est autre que la va-
riance du terme non linéaire aprés le canal acoustique :
cette propriété assure que ce terme est positif.

4 Simulations et Résultats

Dans ce chapitre, le systéme d’équations (10,11,19) re-
présentant le comportement statistique du LMS est con-
fronté & des simulations de Monte-Carlo.

4.1 Calcul de ¢, et I'y

Les coeflicients g» (i, j) sont appris sur des signaux en-
registrés en suivant le protocole de la figure 4 : la rela-
tion linéaire liant d(n) & z (n), représentée par w°, est
d’abord apprise sur des signaux de faible puissance (sans
non-linéarité), puis le filtre go est appris par la méthode
du gradient en figeant w°. Cette identification par le gra-
dient est possible grace a la linéarité des filtres de Volterra
par rapport a leurs coefficients.

Contrairement au cas linéaire, les valeurs du filtre g
dépendent de la dynamique du signal d’excitation z (n).
Aussi, ces coeflicients ont-ils été normalisés par la variance
o2 du signal d’excitation, ce qui revient & considérer par
la suite des signaux de variance unité.
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FiG. 5 — Comportement moyen théorique (courbe conti-
nue) et simulé (courbe en pointillés) des 4°™¢ (haut) et
5% (bas) coefficients du filtre adaptatif.

Les valeurs relativement faibles des coefficients g (4, j)
données figure 3 assurent que la variance du signal non
linéaire x, reste négligeable comparée & celle de = : des
écoutes subjectives montrent que l'oreille n’est pas sen-
sible & cette distorsion.

Le calcul de I's n’est pas décrit ici, mais si I’on note
2 (p, q) le coeflicient de la p*™e ligne, ¢*™ colonne de I's,
on montre que :

L—1 L—1
Y q) =08 | D g2 (iyi) g2 (k, k) (14261, (k)
=0 k=0
L—-1 L-1
i=0 j>i
(24)
16, (k) est le symbole de kronecker : §; (k)= 4 » 5 K =1
ot d; (k) est le symbole de kronecker : 6; (k)= & ="

4.2 Reésultats

Pour les simulations, on a obtenu les paramétres sui-
vants : w® =[0.711 —0.198 —0.604 0.277 —0.117], avec la
condition w°Tw® =1, 62 =1, 02 = 1079, et u = 0.005.
Le filtre de Volterra g (i, j) est donné figure 3. Ces valeurs
imposent, dans le cas linéaire, un RSB (Rapport Signal a
Bruit) de 60 dB correspondant a une EQM en régime per-
manent de -60 dB, soit un ERLE de 60 dB.

Sur la figure 5, on remarque ’adéquation entre le com-
portement théorique de E {w (n)} et celui simulé (simula-
tions de Monte-Carlo sur 5 réalisations), ce qui confirme
que w (n) converge bien vers la réponse impulsionnelle du
systéme w°. Plus généralement, les noyaux de Volterra
d’ordre pair n’ont aucune influence sur le comportement
statistique moyen de w (n).

La figure 6 compare le comportement théorique de
PEQM décrit par ’équation (21) et simulé (sur 30 réa-
lisations) : une fois encore, il y a une parfaite adéquation
entre théorie et simulations. On remarque notamment que
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FiG. 6 — Comportement théorique (courbe continue) et
simulé (courbe en pointillés) de 'EQM dans les cas (a)
non linéaire et (b) linéaire.

le filtre g2 identifié sur des signaux réels, méme sans inci-
dence sur la qualité pergue du signal, entraine une chute
de 'ERLE en régime permanent de 60 dB & environ 35 dB.

5 Conclusion

Dans ce papier a été étudiée I'influence de non-linéarités
avec mémoire dans le canal & identifier sur I’Annulation
d’Echo Acoustique linéaire réalisée par le filtre adaptatif
LMS. L’adéquation entre les simulations et les équations
théoriques dérivées valident ces derniéres ainsi que les hy-
potheéses posées. Cette étude, menée & partir de données
réelles, montre également qu’une faible non-linéarité (in-
audible ici) dégrade fortement les performances en termes
d’ERLE, sans pour autant influencer le comportement en
moyenne du filtre adaptatif : ceci milite fortement en fa-
veur de I'utilisation d’un filtrage non linéaire dans ce cadre
précis.
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