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Résumé — Les méthodes permettant d’estimer la fréquence de signaux particuliers tels que les sinusoides ou les polyndmes trigonométriques
noyés dans du bruit ne fonctionnent plus pour les signaux périodiques généraux dont le spectre est composé d’un grand nombre d’harmoniques.
En utilisant le périodogramme cumulé des observations nous proposons une méthode de sélection de modeles pour estimer la fréquence du signal
inconnu. Nous appliquons notre méthode a des sighaux issus de la vibrométrie laser et nous comparons les performances de notre méthode a celles
d’une technique fréquemment utilisée dans ce domaine : le micro-doppler. On montre, de plus, que notre méthode fondée sur le périodogramme
fournit une estimation précise de la fréquence cherchée a de faibles rapports signal sur bruit.

Abstract — The commonly used methods for frequency estimation of particular signals such as sinusoids or trigonometric polynomials em-
bedded in white noise do not work anymore when we have to deal with periodic signals whose spectra possesses a large number of harmonics.
Using the cumulated periodogram of the observed signal, we propose a model selection procedure for estimating the fundamental frequency
of the non observed signal. We consider an application in laser vibrometry and compare the performances of our procedure with the so-called
micro-doppler technique. We show that the cumulated periodogram method yields an accurate estimation at low signal to noise ratio.

1 Introduction

Nous nous sommes intéressés au probléme suivant : on dis-
pose de n observations ; pour 1 < j < n qui satisfont

zj = s(jon) + €
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On a choisi le modéle précédent car les signaux intervenant en . °
vibrométrie laser ont, pour une vibration sinusoidale, la forme s
suivante pour des a; complexes et des ¢; réels : !
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On montre qu’ils peuvent “approcher” n’importe quel signal
d’énergie finie de méme période pour un L assez grand (pro-
priété de densité). lls ont de plus un trés grand nombre de raies
ou d’harmoniques car les ¢; sont grands devant 1. Lorsqu’un tel
signal est noyé dans du bruit, ses harmoniques sont invisibles
individuellement. Un exemple d’un tel signal est donné dans la
figure 1 pour f; = 40Hz, L = 1, ¢ = 360, §,, = 1/n = 2718,
a=0.06¢eto? =1.

Les études faites jusqu’a présent sur ce type de modéle se sont
restreintes a des signaux s particuliers tels que les polyndmes
trigonomeétriques. Elles sont recensées dans le livre de Quinn
et Hannan (c.f [7]). On trouve aussi des méthodes fondées sur
des analyses temps-fréquence (par exemple microdoppler) qui

FIG. 1 - (a) partie imaginaire de s, (b) périodogramme de s, ()
partie imaginaire de z, (d) périodogramme de =

visent a déterminer la fréquence instantanée du signal et ses
variations au cours du temps.



2 Estimation de f,

2.1 Définition de I’estimateur

On pose :
2
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Cette quantité est appelée le périodogramme cumulé.
Si f* = f*(K)= ArgMax Ag(/f), alorson prendra pour
Elfminifmaz

estimateur de fs, f-* = n.f* ol n. est le plus grand entier n
tel que Ax(nf) > (1 —e)Ak(f) avec e €]0; h[, h satisfaisant
la propriété suivante :
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ou ¢ (s) est le k-iéme coefficient de Fourier défini par :

VA
ck(s) = fs/ e_QZk”fsts(t)dt.
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La maximisation du critére Ax peut étre vue comme une ap-
proximation du critére des moindres carrés optimisé par rapport
aux parametres inconnus ¢ (s) (cf [4]).

Remarquons que dés que I’on est a un msnr “suffisant” (ty-
piquement 27dB), f*(K') est selon les valeurs de K autour
d’un multiple ou d’un sous-multiple de la vraie fréquence du
signal s. Prenons I’exemple du signal s donné dans le para-
graphe 1, nous donnons dans la table 1 les valeurs de f*(K)
pour toutes les valeurs de K envisagées. Rappelons que dans
ce cas le nombre d’harmoniques significatifs vaut 334.

TAB. 1 — Maximisant du périodogramme cumulé en fonction
de K
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2.2 Résultats théoriques

Sous les hypothéses suivantes : K = K (n) — 400, nd, —

+o0 et d, — 0 lorsque n — +oo, on montre dans [1], & partir
des idées exposées par Golubev ([2]), que f.* est un estimateur
consistant et asymptotiquement efficace de f, et on quantifie la
dégradation au niveau de la performance de I’estimation de f,
provoquée par la méconnaissance de s.
Cependant, en pratique, le choix de ¢ et de K(n) n’étant pas
du tout trivial, on a mis en place une méthode d’estimation par
pénalisation fondée sur les mémes idées que celles qui ont per-
mis de construire f.

2.3 Pénalisation

Notre idée est de remplacer s par un polyndme trigonométrique
de degré suffisamment grand pour approximer s de fagon conve-
nable. Un bon choix pour K correspondrait alors au nombre

inconnu d’harmoniques de s. La méthode proposée ci-dessous
permet de trouver de maniére adaptative le nombre d’harmo-
niques de s par une méthode de pénalisation inspirée par celle
exposée dans [3].

Pour K fixé, rappelons que

fH(K)= ArgMax Ag(f).

fe[fmin;fmam]
On choisit K de la fagon suivante :

K = Arg Max {Ax (*(K)) = BK}.

L’introduction de la pénalité 5K doit &tre vue comme un moyen
de réaliser un compromis entre le respect des données et le
nombre d’harmoniques a utiliser pour reconstituer le signal s
inconnu.

Remarquons que plus 3 est grand plus f(g est petit.

Soit, R
fo = ArgMax A, (7).

A chacun des KH correspond donc un fg et une longueur lg
d’intervalle dans lequel se trouve j. Il se peut que des 3 différents
conduisent au méme estimateur f de f,.

Finalement, on prendra pour estimateur de f5,

f:fB = ArgMax Z lg
B, fo=F

3 Simulations

On a fait des simulations pour un signal de la forme (1) pour
L =1, f; = 46.5136Hz, ¢ = 360, 6, = 1/n = 2718,
o2 = 1 et pour différentes valeurs de msnr, le msnr (voir
[6]) étant le rapport entre la puissance moyenne du signal i.e
la somme des puissances de toutes les raies et la puissance
moyenne du bruit dans une bande de fréquence égale a I'in-
verse du temps d’observation. Pour un signal de type (1), il
n i a12

=1

202

est défini par 10log et s’exprime en dB. Ainsi,
la valeur du msnr détermine la valeur de a; quand L = 1
puisque n est connu et égal a 2'8. On a comparé notre méthode
a une technique classiquement utilisée en vibrométrie laser : le
micro-doppler ([5]). Cette comparaison est faite dans la table
2 grace a I’évaluation du risque quadratique moyen défini ici

100

3 (fi=12)?

par : \/ ©="555— ot les f; sont les differents estimateurs de
fs obtenus.

TAB. 2 — Risque quadratique moyen pour le micro-doppler
(e1) et le périodogramme cumulé penalisé (e3) pour différents
msnr

msnr 20 25 30 35 40 45
el 3252 | 29.97 | 27.19 | 29.15 | 25.69 | 0.497
e2 28.78 | 10.41 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004

Les différences de performances entre le micro-doppler et
le périodogramme cumulé pénalisé peuvent s’expliquer par la



différence de nature des deux méthodes. En effet, le micro-
doppler est une méthode de recherche de fréquence instantanée
du signal ce qui pourrait expliquer que I’on ait besoin d’un
rapport signal/bruit instantané important pour pouvoir faire du
suivi de fréquence au cours du temps et donc d’un msnr plus
important que celui requis pour le périodogramme cumulé pénalisé.
Le risque quadratique moyen décroit extrémement vite dés que
msnr > 30dB puisque d’aprés ce que I’on a expliqué dans le
paragraphe 2.1, a ce type de msnr, on est presque srs de trou-
ver la bonne fréquence si notre pénalisation sélectionne une
bonne valeur de K.

4 Extension

Des travaux sont actuellement en cours pour étendre les résultats
précédents aussi bien théoriques que pratiques au cas ou s est
remplacé par une somme de plusieurs signaux périodiques de
fréquences différentes et inconnues (c.f [4] et [1]).
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