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Résumé — Cet article s’intéresse a la recherche de la forme optimale de la prise d’échantillons en présence d’un phénomeéne
de gigue, c’est-a-dire d’erreurs sur les instants d’échantillonnage. La fonction d’échantillonnage est recherchée de facon a ce
qu’elle minimise la puissance d’erreur de reconstruction du processus & temps continu & partir de la connaissance du processus
échantillonné perturbé par la gigue. Sous certaines hypothéses (processus a temps continu respectant la condition d’échantillon-
nage, gigue modélisée par une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi), on peut ainsi construire la forme
d’échantillonnage optimale adaptée a la gigue.

Abstract — This paper studies the existence of an optimal sampling function when jitter is present. The sampling function is
such that it minimizes the error power of the reconstruction of the continuous-time process when the reconstruction is achieved
based on the knowledge of the sampled version of the process, subjected to some jitter. Under some hypotheses (continuous-time
process following the sampling condition, modeling of the jitter by a sequence of independent identically distributed random

variables), it is possible to construct an optimal sampling function, well-adapted to jitter.

1 Introduction

De fagon générale, le systéme utilisé pour réaliser I’échan-
tillonnage de signaux issus de capteurs physiques peut étre
représenté par un systéme linéaire invariant dans le temps
(SLIT), suivi d’un interrupteur [1]. Ces systémes sont ca-
ractérisés par leur réponse impulsionnelle, que ’'on peut
aussi qualifier de “fonction d’échantillonnage” f [2]. Un
probléme largement étudié dans la littérature sur ’échan-
tillonnage est la présence d’erreurs sur les instants d’échan-
tillonnage, appelées phénomeéne de gigue ou “jitter”. Ce
probléme a été abordé depuis longtemps: dans [3] et [4],
on peut trouver ’expression du spectre de la suite échan-
tillonnée en présence de gigue, en fonction du spectre du
processus & temps continu. Plus récemment, des auteurs
ont proposé des estimateurs pour pallier le probléme de
la gigue d’échantillonnage [5], [6]. Le probléme de recons-
truction en présence de gigue a été étudié dans [7], sans
toutefois s’intéresser au probléme de reconstruction du si-
gnal & temps continu.

Dans cet article, nous nous intéressons a la reconstruc-
tion du signal & temps continu a partir de la connaissance
de la suite échantillonnée, a temps discret, perturbée par
un phénomeéne de gigue. Plus particuliérement, nous étu-
dions 'existence d’une forme d’échantillonnage optimale
permettant de minimiser la puissance d’erreur de recons-
truction du signal & temps continu.

Considérons un processus aléatoire stationnaire centré
Z ={Z (t),t € R} possédant une densité spectrale sz (w)
vérifiant la condition de Nyquist sur (—m, ) :

E[Z{t)] =0 (1)

et +m
EZt)zZ t—1)] = / s 7 (w) dw. (2)

Nous nous intéressons & 1’échantillonnage de ce proces-
sus aléatoire en présence d’un phénomeéne de gigue. Nous
pouvons supposer sans perte de généralité que la période
d’échantillonnage est égale & I'unité. Les erreurs d’échan-
tillonnage sont modélisées par une suite de variables aléa-
toires indépendantes A’ = {A,,,n € Z} de méme loi et de
fonction caractéristique

V@) = B, ®)
Comme !’échantillonnage est effectué¢ a I’aide d’'un SLIT,

la suite échantillonnée U’ = {U,,,n € Z}, perturbée par le
phénoméne de gigue A’, est définie par

+oo
Un:/ fu)Z(n— A, —u)du. (4)

—00
A titre d’exemple, I’échantillonneur moyenneur est carac-
térisé par une fonction d’échantillonnage f de la forme

) = 5x

= 0 ailleurs.

pour u € (—A,+A) (5)

L’effet d’une largeur d’intégration A aléatoire a été étudié
dans [8]. Le probléme étudié dans le présent article est
la recherche de la forme f qui minimise la puissance de
lerreur de reconstruction

o= B DZ(t) —Z(t)ﬂ (6)

ol Z (t) est le meilleur estimateur linéaire de Z (t). Il est
intéressant de remarquer que, dans le contexte choisi, o2
est indépendante de t, ce qui est faux lorsque la condition
de Nyquist n’est pas vérifiée. La résolution de ce probléme
permet de choisir la forme d’échantillonnage optimale liée
a la présence de la gigue, ce qui peut aussi étre considéré
comme un prétraitement préalable a un échantillonnage
idéal dans lequel la prise d’échantillon est ponctuelle.



2 L’erreur d’interpolation et sa mi-
nimisation

Pour une fonction f fixée, la recherche du meilleur in-
terpolateur linéaire Z (¢) minimisant la puissance de l'er-
reur (6) permet la reconstruction du processus a partir de
la suite échantillonnée U’ donnée par (4). Cet interpola-
teur est obtenu par projection du processus Z sur l’espace
de Hilbert engendré par la suite échantillonnée observée
U’[9],[10]. Des calculs dont les grandes lignes sont données
dans ’annexe 1 permettent de montrer que cette recons-
truction peut étre obtenue comme la sortie d’un filtre li-
néaire invariant dans le temps dont la fonction de transfert
est:

" sz (w)
Y re vl @rs
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f(u) e ™ du (8)

et
1

T o

8

La puissance de I’erreur de reconstruction correspondante
s’écrit alors:

2 + Bsz (w) dw (10)

—r B+ |F (@) ¥ (@) sz ()

Cette puissance est une fonction de sz (w) (le spectre de
puissance du processus Z), de ¢ (w) (qui caractérise la
gigue), et de la forme f (t) (qui définit le procédé de prise
d’échantillon) & travers sa transformée de Fourier F' (w).
On cherche & optimiser cette derniére quantité de facon a
minimiser o2. Le détail de la solution est donné dans I’an-
nexe 2. La résolution de ce probléme d’optimisation per-
met d’aboutir & expression de |Fy (w)|* optimale, donnée
par (27) dans I'annexe 2, & condition de vérifier une condi-
tion de positivité (28). Mais il est important de noter que
Fp (w) est non définie en w = 0. En conséquence, la trans-
formée de Fourier inverse fq () qui représente le procédé
d’échantillonnage optimum n’est pas définie au sens des
fonctions, mais pourra étre approchée arbitrairement.

3 Un exemple

Le probléme exposé dans cet article est illustré sur un
exemple dans lequel le processus Z posséde une densité
spectrale constante sur (—m,7) (sz (w) =1, w € (—m, 7))
et le phénomeéne de gigue sur I’échantillonnage est carac-
térisé par

Pr[An:a]:Pr[An:fa]:%, a> 0. (11)

Tout autre exemple de loi des erreurs d’échantillonnage
pourrait étre considéré: on pourrait supposer ces erreurs
uniformément réparties sur un intervalle, ou suivant une
loi gaussienne. La solution du probléme de la fonction op-
timale d’échantillonnage est donnée dans ’annexe 2 et
pourrait étre appliquée dans n’importe quel cas de loi

statistique de la gigue. L’exemple présenté dans ce pa-
ragraphe correspond au cas d’un phénomeéne de gigue ob-
servé dans un systéme dans lequel les différents échan-
tillons proviennent de deux trajets différents. Dans ce cas
de gigue, la fonction caractéristique s’écrit :

¥ (w) = cos (wa)

et la fonction optimale d’échantillonnage peut étre trouvée
pour a < 0.25 en utilisant le résultat (26) donné dans
I’annexe 2. On obtient ainsi:

(12)

2 (w)—\/— 21 n 7ra—a/2.—tan(7ra) .
cos? (wa)  log (cos(ma)) |sin (wa) cos (wa)|

(13)

En extrapolant la valeur non définie en w = 0, la transfor-

meée de Fourier inverse de Fy (w) peut étre calculée et nous

permet de visualiser sur la figure 1 la fonction optimale

d’échantillonnage adaptée a ce cas de jitter. Il est intéres-
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F1G. 1: Forme optimale de fonction d’échantillonnage pour
un jitter binaire équiprobable.

sant de remarquer que, pour ce cas de jitter, la forme de la
fonction d’échantillonnage évolue trés peu en fonction de
la valeur de a: pour a variant entre 0 et 0.25, les fonctions
optimales correspondantes se superposent pratiquement.

Cette fonction optimale d’échantillonnage correspond &
une puissance d’erreur de reconstruction minimale (10)
qui s’écrit

2 + [tan (wa)]

% = /,,r (1 — 27) [tan (wa)| + 0

1 — 27 + 2 tan (7a)
log [cos (7a)]

dw (14)

avec

0 =—ma

(15)

Cette puissance d’erreur de reconstruction optimale est
obtenue en combinant une forme d’échantillonnage opti-
male et un interpolateur optimal. Il est intéressant de com-
parer cette puissance d’erreur & celle obtenue en ne pre-
nant pas en compte une forme optimale d’échantillonnage.
Prenons par exemple le cas d’un échantillonnage ponc-
tuel. Ce type d’échantillonnage idéal est représenté par



une fonction d’échantillonnage f(u) sous forme d’une im-
pulsion de Dirac et sa transformée de Fourier associée est
alors F'(w) = 1 pour w € (—m, 7). En présence d’erreurs
sur les instants d’échantillonnage, définies par (11), I'utili-
sation du meilleur interpolateur (minimisant la puissance
d’erreur de reconstruction du processus a temps continu)
conduit & une puissance d’erreur dont ’expression peut
étre calculée a partir de (10):

2
O omet. = o / 1 f 5Arctg ( T fﬁ tan (aﬂ')) (16)

avec 3 = % (1 —sinc (27a)) défini dans (9). De plus, on
peut aussi comparer ces deux puissances d’erreur o3 et
ogomt_ & celle obtenue dans le cas ol on ne se préoccupe
ni de la forme d’échantillonnage optimale, ni de la pré-
sence d’erreurs sur ’échantillonnage. Ainsi, dans le cas
d’un échantillonnage ponctuel, en présence de la gigue dé-
finie par (11), on pourrait utiliser I'interpolateur classique
de Shannon [9], [10] pour reconstruire le processus & temps
continu :

Zshan. (t) = _ sinc (w (t —n)) Up. (17)

neZ
Dans ce cas, la puissance de ’erreur obtenue est
02 um. = 4 (1 — sinc (ar)). (18)

La figure 2 présente I’évolution de ces trois puissances d’er-
reur en fonction de a, parameétre caractérisant la gigue.
L’intérét de prendre en compte la gigue a la fois pour
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F1G. 2: Evolution des différentes puissances d’erreurs en
fonction du parameétre du jitter.

construire l'interpolateur linéaire et pour concevoir un pré-
traitement préalable a 1’échantillonnage apparait claire-
ment. Il est aussi intéressant de remarquer que ’apport
de la forme optimale d’échantillonnage est maximal pour
des gigues faibles comme lillustre la figure 3, présentant
le rapport ozonct. /o en fonction du paramétre de gigue.

4 Conclusion

Dans cet article, nous avons montré qu’il est possible
de construire une fonction d’échantillonnage adaptée a la
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F1G. 3: Rapport des puissances d’erreurs en fonction du
paramétre du jitter.

présence d’erreurs sur les instants d’échantillonnage (phé-
nomeéne de gigue ou “jitter”). Nous donnons la facon de
calculer cette fonction de maniére & minimiser la puis-
sance d’erreur de reconstruction du processus aléatoire
a temps continu a partir de I'observation du processus
échantillonné, perturbé par le phénomeéne de gigue. Tou-
tefois, la solution n’est valable qu’a condition de vérifier
une contrainte de positivité puisque le calcul conduit a
I'expression du module carré de la transformée de Fou-
rier de la fonction d’échantillonnage. Dans la mesure ou
cette contrainte est vérifiée, il est nécessaire d’extrapo-
ler la valeur de cette fonction en w = 0 car elle n’est
pas définie en ce point. Ceci permet ensuite de calculer la
fonction d’échantillonnage optimale. Dans I’exemple pré-
senté, nous avons mis en évidence l'intérét de cette fonc-
tion d’échantillonage en comparant les puissances d’er-
reur de reconstruction obtenues respectivement avec cette
fonction d’échantillonnage optimale et avec une fonction
d’échantillonnage ponctuel.

5 Annexe 1: estimateur 7 (t)

L’estimateur Z (t) qui minimise la puissance de Perreur
(6) est tel que:

VneZ, E [(z t) -2 (t)) U* (n)} —0. (19)

Dans l'isométrie Iy reliant les espaces de Hilbert engen-
drés respectivement par la suite échantillonnée U(n) et par
son spectre de puissance sy (w), on a les correspondances
suivantes:



D’autre part,
E[Z(t)U" (n)]+oo o (21)
> [E [ Z(t) [C 0 (u) Z* (n — an —u)du H ’

| Ay =anp
expression dans laquelle E[.|.] note l'espérance condi-
tionnelle. En faisant intervenir I'isométrie sur Z(t) et en
utilisant (8), on obtient

Bz @ -E| [

—T

+7T . .
F* (w) eiwAn giw(t—n) g (w) dw} .

Ainsi, en prenant en compte (20) et (22), I’équation (19)
conduit &

pr (W) = F7* (w) ¥ (w) (23)

ce qui montre que l'estimateur Z (t) est obtenu comme la
sortie d’un filtre linéaire invariant dans le temps, de trans-
mittance H (w). Afin de trouver l'expression de sy (w), la
fonction d’autocorrélation de la suite U’ est calculée, sui-
vant la méthode utilisée pour (21)

[
o (wa m) = F |:eiw[An—m*A,,y]:|

= @)L +o0m) (1- @)

E[UMU" (n—m)] = IF(W)|* @ (w,m) sz (w) e“™dw

avec

d (m) notant le symbole de Kronecker. Ceci permet d’abou-
tir & Pexpression de sy (w) et donc de la transmittance
donnée dans (7).

6 Annexe 2: Minimisation de o2

En remarquant que la puissance o2 ne change pas si on

remplace F' (w) par kF (w), quelle que soit la constante
réelle k, on peut imposer une contrainte de normalisation
sur F (w). Ainsi, le probleme revient & déterminer Gg (w)
extremum de

o dw
I1(G)= _ 24
@[ e 2y
sous les contraintes d’égalité et d’inégalité suivantes
/ b) G do=1 e Gw) >0.  (25)

ol ¢(w),b(w),G (w) sont définis par

c(w)=1/sz (wz
b(w) = 1—@%%52 (w)

G (w) = |F (@)¥ ).

La contrainte d’égalité de (25) correspond & la contrainte
de normalisation de F (w) évoquée quelques lignes au-
dessus. La minimisation de I (G) conduit a la solution

suivante : 1
(26)

avec I (@) dw

- 1+ [c(w)b(w)dw

Ainsi, la puissance d’erreur 02 de (6) est minimale pour
une fonction d’échantillonnage telle que:

Fo (@)[2 = ——5Go (@)

[ (W)I*

a condition de vérifier que Gy (w) donné par (26) est une
fonction positive :

(27)

Go (w) > 0. (28)

Il est important de noter que cette solution |Fy (w)[? est

|
fonction dem. Or b(0) = 0, ce qui rend Fj (w) non

deéfinie en w = 0. De plus, la valeur minimale de (24)
donnée par

-
I(Gy) = /_ A/ b (w)dw.
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