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Résumé — Cet article fournit une expression analytique du biais et de I’EQM (Erreur Quadratique Moyenne) des estimées des directions
d’arrivée en fonction des erreurs de calibration des chaines de réception plus précise (et plus simple) que celles des références |3]|4]]|5]- Nous
montrons que les erreurs d’estimations des directions peuvent s’écrire sous la forme d’un rapport de formes hermitiennes de vecteurs
aléatoires composés des parametres d’erreurs. Nous en déduisons alors les liens analytiques précis entre les performances (biais et EQM) et
les moments des erreurs de calibration. Nous pouvons ainsi montrer que les résultats de [3]|4][5] concernant I’influence de ces erreurs sont
exagérément pessimistes.

Abstract —This paper proposes an analytic expression of the bias and RMS (Root Mean Square) of the estimated DOA (Direction Of Arrival)
in function of the calibration distortion of the channel receivers more accurate (and compact) than the expressions of papers |3|4][5]. We
show that the DOA estimation errors can be written as a ratio of hermitian forms with a stochastic multi-variate vector composed by the error
parameters. We deduce a closed form expression between the performances (bias and RMS) and statistical moments of the calibration errors.
We then observe that the results of |3]4|[5] are pessimist.

1. Introduction statistiques d’ordre 2 des erreurs de calibration et une EQM
1 est bien connu que les méthodes a haute résolution [1] dépendant des statistiques d’ordre 4 de ces mémes erreurs.
sont sensibles & une inadéquation du modele de réception [3]. Les calculs ont été développés plus particuliérement pour

Peu de travaux se sont intéressés & la quantification la méthode MUSIC. Nous exprimons tout d’abord le pseudo-

analytique de la dégradation introduite par des erreurs de  Spectre de MUSIC en fonction des erreurs de calibration.
calibration de chaines de réception. En premiére ~ Nous montrons que I’estimation des performances se réduit a

approximation les analyses de Marcos [5], Swindlhurst & la détermination des statistiques d’un rapport de formes
Kailath [4] et Friedlander [3] établissent que I’estimateur hermitiennes de variables aléatoires multi- dimensionnelles
MUSIC est non biais¢ et que son EQM dépend des  complexes (erreurs de calibration ).
statistiques d’ordre 2 des erreurs de calibration. Or en
confrontant ces résultats théoriques a des simulations 2. Modéle et formulation du probléme
représentatives de la réalité on s’apergoit qu’en situation
multi-sources I’estimateur MUSIC est biaisé et qu’en
présence de sources proches les expressions théoriques
proposées dans [3][4][5] ne rendent pas bien compte des
EQM obtenues par simulations. Une relation plus précise
entre les erreurs de calibration et les performances en
localisation permettrait de spécifier le matériel puis de définir
la qualité requise pour la calibration afin d’atteindre les Mo ~
performances souhaitées. L’objet de ce travail est d’établir ce x() = Za(@m) Sy (t) (1) = A s(1) +b(?) M
lien de maniére précise. "

Dans ce travail nous nous placerons dans un contexte non ol 4(0) est le vecteur directeur d’une source d’incidence &,

Un réseau composé de N capteurs regoit & 1’instant 7 un
vecteur observation x(7) dont la composante x,,(¢) (1<n<N) est
I’enveloppe complexe du signal recu en sortie du »“™
capteur. En présence de M sources d’incidences 6,
(1<m<M), le vecteur observation s’écrit de la maniére
suivante :

bruité ou avec une matrice de covariance des signaux connue.  A=[a(8,)...8(6y )], b() est le vecteur de bruit supposé
Les erreurs de calibration dépendront des sources et des  spatialement blanc et s,(7) est I’enveloppe complexe de la
capteurs et seront considérées comme des variables aléatoires, ~ m'™" source. En notant a(&) le vecteur directeur utilisé dans

sans restriction sur leur loi de probabilité contrairement aux I’algorithme (modele de réception), on définit I’erreur de
eme

travaux cités précédemment. Nous montrons dans ce papier ~ calibration pour la m™™ source par :
que les estimateurs présentent un biais dépendant des e,— 3(0,)-a(0,)=7, -a, ?)



ou a(g,)= 4, et a(d,)=a, . La méthode MUSIC [1] est
basée sur I’exploitation des propriétés de la matrice de
covariance R=E[x(1)x(r)""] des observations x(¢) afin d’en
déduire un critere ¢(8) vérifiant ¢(g,)=0 lorsque
a(g,)=4(4,) pour 1<m<M. En utilisant les vecteurs a(8) et
en supposant que R, est estimée de fagon parfaite le pseudo-
spectre s’écrit de la fagon suivante :

c(6)=a(6)" N, a(h)
avec M, =1, ~AA" et A=[ a,... 7,,], 3)

ou I est la matrice identité de dimension NXN , 7 désigne le
transposé-conjugué et * désigne la pseudo-inverse tel que :
A*A=1,,. Lorsque a,,#4,,, le critére ne vérifie plus ¢(§), )=0 et
présente un minimum local @, différent de I’incidence exacte
6,. Lécart AG,=6,-6, est lerreur d’estimation de
Iincidence de la m“™ source dont on cherche a évaluer le
biais E[AG,] et 'EQM not¢ EQM,,: EQM,’<E[AG,’].
L’objectif de cet article est tout d’abord d’évaluer le lien
analytique entre Ag), et les erreurs de calibration e,, (1<m<M)
pour en déduire ensuite les expressions du biais et de ’EQM
dépendant de la moyenne et la variance de cette variable
aléatoire AG,,

3. Lien entre les erreurs d’estimation et
les erreurs de calibration

En réalisant un développement limité a I’ordre 2 du critére
de I’expression (3) on déduit que :

86, =-G) @
c@,)
ol ¢(6) et ¢()désignent respectivement les dérivées 17 et
2'™ du critére ¢(&) par rapport a 6. Les expressions de ¢(6)
et ¢(6) sont les suivantes en utilisant I’expression (3) :

«8,)=20{a,"na,|
et &@,)=20{4,"Ma,}+24,"M,a, )

ou EI{ } désigne la partie réelle, a, et a,désignent
respectivement les dérivées 1 et 2™ du vecteur directeur
a(6,) parrapport a 6, . D’apres (3) le projecteur N}, dépend
de la matrice A et non de la matrice A contenant les vecteurs
a,,. D’aprés (2), on pose les notations suivantes :

A=A+E ou E=[e;...ey] et M, =1,-AA" (6)

3.1 Calcul de AG, par un développement limité
alordre 1 de My, en A=A

En notant que la différentielle de A s’écrit AA=E, on
montre que la relation entre les projecteurs My, et My, des
expressions (3) et (6) au voisinage de A =A est la suivante:

M,A=M,(I, -EA*)A o A*=(A"AJ'A"™ (1)

Démonstration :
En réalisant un développement a I’ordre 1 du projecteur
My au voisinage de A =A on obtient :

My, =My, +0M, )

Comme d’aprés (3), My=lIy -AA* on en déduit que la
différentielle 0T, au voisinage de A =A s’écrit :

o, =-0A A* - A9A* )

Sachant que A*A=1,,0n en déduit que dA*A=-A*0A, dans
ces conditions on obtient :

o, A =-9A (A*A)- A [pA*A)=-0A + A (A%9R)  (10)

Comme M, =1, —AA*, I"équation (10) devient dM,A
=-T,,0A . Sachant que TI,A = TMypA + OMNL,A et que
M,A =0, ( Oy:matrice nulle de dimension NXN ), on en
déduit la relation de [’équation (7) u

En notant v,,=[1,a,, I’équation (7) donne v, =Ba,, avec
B=I'Ib0‘zl v —EA") . Sachant que M,M,=M, 1’équation (5)
s’écrit en fonction du vecteur v,, de 1a maniére suivante :

c@8,)=v,"v, et &6, =20{v,"v,}
et é8,)=20{v,"v,}+2v,", (1)

ou v, =Ba, et v, =Ba, . On remarque que I’expression
(11) fait apparaitre les termes ¢(u,v) d’expression : ¢(u,v)=
(B v)'(B u). On montre en annexe que cette fonction s’écrit
sous la forme hermitienne suivante :

o(u,v)= VH(IN —EA#)HI'IbO (IN —EA#)u =£"Q(u,v)e

ol Q(u,v)= {

o

~(a"v) O(,00) ((A#v)* EL

ol e=[1 e,"... ey,']" est le vecteur contenant tous les
parametres d’erreurs de calibration et U désigne le produit de
Kronecker. D’apres les équations (11) et (12), les fonctions
é(@,)et ¢€(6,)sécrivent sous les formes hermitiennes
suivantes :

¢6,)=€"Q, & et é6,)=£"Q, ¢
ou Qm =Q(am,£lm)+Q(£1m,am)
Q, =Qla,.4,)+Q,.a,)+2Q(a,.4,)  (13)
Des équations (4) et (13) on déduit que I’erreur A, de

I’estimation de I’incidence de la m'“™ source s’écrit sous le
rapport de formes hermitiennes suivant :

_
£ Q ¢ T T[T

A =——="" avec £=| e e 14

m SHQmS [ 1 M] ( )

3.2 Expression de Ag, dans [3][4][5]

L’expression de A@, utilisée dans [3][4][5] est celle de
I’équation (4) qui est issu d’un développement limité a I’ordre
2 du pseudo-spectre ¢(6) au voisinage de 6= g,. Toutefois
les expressions des dérivées de ¢() en fonction des erreurs de
calibration different. On notera par ¢,(6,) et ¢,(6,) les



dérivées 1", respectivement 2'°™ approchées du critére

¢(8,). Les expressions sont les suivantes :

¢0(8,)=20{e, Mya, |="Q & et ¢,(8,)=24, M4,

0 ~(a%a, ) o(m,a8,))
~(aa,) O(M,a,) (( )ONM )](15)

Ces expressions montrent que ¢&,(6,) est supposé
indépendant des erreurs de calibration € et que ¢,(6,)
dépend de € et plus précisément des erreurs e, de la m"™™
source. La différence entre ¢,(8,) et ¢(6,) est la suivante :

ou Q= [

¢(8,)-¢,(6,)=¢"dQe avec

Q- B ((A#am)* (a%a, ) +(izam)* (A#am)T)D an (16)

Ainsi é(6,) fait intervenir des termes d’ordre 2 e Mo
e, qui sont négligés dans ¢,(6,). L’expression de ’erreur
A@, de I’estimation de I’incidence de la m™™ source est alors
la suivante d’apres (15):

ro = D{.e,:IHI'IbO.ém} -
a, Mya,

m

£"Q, ¢

1 2Q.&
2a "M, 3

m b0 am

)

4. Détermination du biais et de PEQM

La référence [6] donne I’expression exacte des moments de
ratio de forme hermitiennes comme celui de I’expression
(14). Le biais pour estimer I’incidence de la m*™ source
s’écrit alors de la maniére suivante :

E[Aﬁm]:—tmce QuRel  avec R, :EssH] (18)
tracelQ,, R,

Sachant que €=[1 e,'... e, ']', on remarque que le biais
E[AG,] de I’expression (18) n’a pas de raison particuliére de
s’annuler lorsque E[e,,]=0. Toutefois 1’expression (17) issue
des références [3][4][S5] établit que E[AF,]=0 car A, dépend
linéairement de e,. On déduit de la référence [6] que ’EQM
de la m"*™ source a ’expression suivante :

~ 02 4
-R

EQM,, = frace ?”’m £f avec R} =Elam smHJ (19)
tracelQ,, " R;

ol A= ADA. En supposant que e=[e, ... e,'] est un
vecteur gaussien circulaire et centré, on montre que le
moment d’ordre 4 R} de &=[1 e']" s’écrit de la maniére
suivante en fonction de son moment d’ordre 2.

Rl,l o Rl,1+NM
4 _ . . .
RY = : . :

&

R1+NM,1 R1+NM,1+NM

ou Ri,j = Rs Rs(i7 J)+ rs (J) r£ (I)H - 1NM+1 1NM+1H 5’ 5] (20)

ot 11 0, "7, R=[ re(1)... ro(NM+1)] et R(iy) la 7™

ligne et /™ colonne de R, et & =1 pour i=1 et 0 sinon.

Démonstration :

Pour calculer la matrice R,;= E[ee" £*], on utilise
linverse de la formule dite de Leonov et Shiryayev [2] qui
donne les moments en fonction des cumulants. Sachant que
sous [’hypothése gaussienne les cumulants d’ordre
strictement supérieur a 2 sont nuls, on en déduit que :

R;;= cum(g,€") cum(; , &%) + cum(E.g;) cum(e", &%)

+ cum(€,&;*) cum(e", &)+ cum(e)cum(sH) cum(€&;)cum( &*)
+ cum(€) cum(€™) cum(e; g*)+ cum(g,e") cum(g;) cum(&*)
+ cum(€) cum(€;) cum(e", &%)+ cum(g,&;) cum(e") cum(€;*)
+ cum(€) cum(&*) cum(e", &)+ cum(g,&*) cum(€") cum(g;)

ou cum(...) désigne le cumulant. Comme € est circulaire
cum(€,&)=01. . Sachant de plus que cum(x)=E[x] et que
cum(x,y)=E[xy]-E[x]E[y] on peut réaliser les factorisations
suivantes :
cum(x,y)cum(u,v)~+cum(x)cum(y)cum(u,v)=E/[x,y]cum(u,v).
Comme de plus E[€]=11.p\ et donc que E[€]=&; la formule
de Leonov et Shiryayev devient :

R;;= R, cum(g;, &*) + re(j) cum(e", &)
+ cum(€)cum(€™) cum(&;)cum( &%)
+eum(e,€") cum(e;) cum(&*)+ cum(€,&*) cum(€"™) cum(g;)

= Re (Re(7,))- & 8)+ (Re-11 . py Tiowd ) &, o
+re(f) (re(d) -11:ns 6 )H +(re() -1 6]) 11+NMH o
+ 1w Liowd & Lo

= Re Re(iy)) '}IIANM 11+NMH o 6jH
+r(j) re(i) - 11+M\/[6j i O
+Liowr Liows 59

= Re Re(iyf) + re()) ra(i)H 1w 1y »NMH o 6}

L’expression (20) est ainsi vérifiée u

5. Simulations

Sur les figures FIG-1 et FIG-2 on compare les
performances estimée de la 1™ source (biais respectivement
EQM) par simulation sur 200 réalisations, avec les
performances théoriques proposées dans cet article ainsi que
celles des références [3][4][S] en présence de M=2 sources
d’incidences &6, =0degré et 6&,. Le réseau de capteurs est
circulaire de rayon R/A=0.5 avec N=5 capteurs. La
comparaison est effectuée en fonction du niveau o des erreurs
de calibration tel que R=0"1,,ms Cette modélisation
correspond & des erreurs de calibration aléatoires de méme
puissance, indépendantes de capteur a capteur et de source a
source.

Sur la figure FIG-1 on s’intéresse au biais de la source
en présence d’une 2™ source d’incidence &=14.2degrés. Le
biais théorique de cet article ainsi que celui des simulations
sont en adéquation. On observe que ainsi que le biais E[A]
est non nul contrairement aux prévisions des références
[31[41[5].

Sur la figure FIG-2, la comparaison est en EQM et
Iincidence de la 2™ source vérifie 6,=8.2 degrés. On
remarque que pour des erreurs fortes les références [3][4][5]
surestiment I’influence dégradante des erreurs de calibration.

1 iere



Il faut noter que lorsque les deux sources ne sont pas
résolues 4,=8, et que 'EQM converge vers une asymptote a
4.1 degrés. Méme dans ce cas asymptotique de non
résolution, contrairement aux prévisions théoriques de
[31[4]1[5] [lalgorithme MUSIC estime correctement
I’incidence moyenne des deux sources, comme démontré par
les moments que nous avons établis.
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6. Conclusion

Dans cet article nous avons établi les performances
analytiques de la méthode MUSIC en présence d’erreurs de
calibration. Les résultats établis ne font aucune hypothése sur
la loi des erreurs de calibration. Les simulations effectuées
sont en adéquation avec les résultats théoriques. Ces travaux
ont mis en évidence I’existence d’un biais dépendant du
moment d’ordre 2 des erreurs et d’une EQM dépendante des
moments d’ordre 4.

7. Annexe : §(u,v)=¢€" Q(u,v) £
Sachant que MyMy=y et que B =TI, —EA#) , on
en déduit que :

ouy) = (Bv)" (Bu)=v*(1, -EA*)'N,, (1, ~EA*)u
= v u + (A#v)H EHI'IbOE(A#u)
- (A*) E"n u - v, E(a") 0

En posant u,= A*u, v,=A"v et e=[e,"... e\']', on peut

montrer que :

v,"E'M u=e¢" (va* o(m,, u)) (1)

Démonstration-1 :
Sachant que E=[e; ...
déduit que :

eyl et v.=[ vy(1)... Va(]W)]T, on en

M
vaH EHﬂbO u :ZemH(va(m)*ﬂbo u)
m=1

or sachant que e=[e ... ev' |’ et que
v, Oy u)=[v,)'(Mu) ... v,(M) (M, u)' 1", on en
déduit que v," E"M u =" (va* OMeu )) [ |

On montre aussi que :
v, E'N, Eu, =" (v,u,")On,)e  am

Démonstration-2 :
Sachant que E=[e; ... ey, u,=[ u,(1)... u(M)]" et v=[
Va(1)... Vi(M)", on en déduit que :

M M
H nH _ H *
va E rlbO E ua - Z Zem (ua(m') va(m) I_IbO)em'
m=1 m'=1
or sachant que e=[e,"... ey']" et que :
al 1 n b0 aMl n b0
(va uaT)DnbO = : :
aerI b0 aMMrI b0
en posant que O,=(m’) vy(m),, on en déduit gue
v,"E"M,, Eu, =e" (va1 u,' JOMN, e ]

En utilisant les expressions (IT) et (IIT) dans (1) on
obtient :

d(uy) = v, u +e (((A#v)* (A#u)T)D I'Ibo) e
- (an) oA, w) - (a%) O, v)Te avy

En posant €=[1 e']", on obtient la forme hermitienne de
I’expression (12).
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