Estimation de I’Ordre du Modé¢le AR 3-D
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Résumé — La représentation des signaux multidimensionnels (m-D) par la classe des modéles AR m-D suscite deux problémes :
I’estimation des parametres et la sélection de 1’ordre. Dans cet article, nous étudions une nouvelle méthode dédiée a la sélection de I’ordre du
modéle AR m-D. Il s’agit de I’estimation du triplet (py, py, p3) correspondant & un modéle AR 3-D causal a support quart d’espace. On

démontre que I’information sur ’ordre du modéle est implicitement contenue dans le rang d’une matrice convenablement construite.
Contrairement aux cas 1- et 2-D, I’extraction de I’ordre implique la résolution d’un systéme non linéaire par la méthode de Newton —

Raphson.

Abstract — Modelling multi-dimensional (m-D) signals by using m-D autoregressive AR models involves two problems which merit being
resolved. The first concern the estimation of the model parameters and the other is the selection of model order. Here, we concentre our selves
with the problem of the order estimation of 3-D AR model with quarter space region of support. We try to answer to this question by using
some well techniques of linear algebra. Finally the problem is reduced to resolve a non linear system via Newton. — Raphson method.

1. Introduction

1. 1 Préliminaires

Dans le domaine du traitement des signaux, qu’ils soient
monodimensionnels (1-D) ou multidimensionnels (m-D), le
choix du modéle est un probléme crucial. Dans le cas des
signaux 1-D, 2-D et 3-D différentes applications exploitent la
modélisation  paramétrique  autorégressive  (AR) et
autorégressive a  moyenne  ajustée  (ARMA). Ces
modélisations supposent généralement la causalité du signal a
représenter. Si te n’est pas le cas, d’autres types de modeles
non-causaux peuvent étre utilisés : modeles de Gibbs, modele
de Markov, etc. Concernant les modéles AR et ARMA, il se
pose le double probléme fondamental de I’estimation des
paramétres et du choix de I’ordre de ces modéeles.

Etant donné¢ un volume MxNxT de données 3-D dont
chaque pixel (m,n,t) est décrit par un modeéle autorégressif

tridimensionnel AR 3-D a support quart d’espace (quarter
space en anglais) (QS) défini par :

P P2 P3

y(m,n,t)=— Z Z a/{1,k2,k3y(m_klan_k27t_k3)
k1=0 k2=0 k3 =0
(ky,k2,k3)%0,0,0)

+e(m,n,1) M
Les coefficients {"kl,kz,/q} sont les paramétres AR 3-D

transverses. Le processus générateur {e(m,n,t)} est supposé
étre un processus blanc gaussien de moyenne nulle et de
variance Uez. Dans I’équation (1), la valeur du processus au
point (m,n,t) est donnée par la somme pondérée des
coefficients AR et de ses anciennes valeurs contenues dans le
voisinage causal a support QS. L’expression de ce support est
caractérisée par le triplet (py,p,,p3) appelé ordre du
modéle. Cette modélisation est utilisée pour 1’interpolation
des données manquantes dans une séquence d’image [1] ou

pour D’analyse et la synthése des séquences d’images
texturées 3-D [2]. Notons que pour que le modéle soit
identifiable, la condition de stabilité doit étre prise en compte.
Dans [3], ’auteur a explicité la condition de stabilit¢ BIBO
(entrée bornée — sortie bornée) cf. [3]. Pour I’estimation des
paramétres dans les cas 1-D et 2-D, plusieurs méthodes et
algorithmes d’estimation ont été développés dans la littérature
pour répondre a cette question : moindres carrés, maximum
de vraisemblance, méthode de Yule-Walker, etc.
Concernant le probléme d’identification des paramétres AR
transverses, a notre connaissance, le seul travail traitant de ce
probléme est présenté dans [4]. En effet, I’auteur a développé
un algorithme récursif pour résoudre les équations de Yule —
Walker associées a un modeéle AR 3-D causal. Pour la
sélection de I’ordre du modéle AR 3-D, il n’existe a notre
connaissance aucune contribution publiée dans ce domaine.

Pour les modé¢les mono et bidimensionnels, les méthodes
dédic¢es a 1’estimation de I’ordre se scindent en deux familles.
La premiére maximise ou minimise un critére d’information
[5]-[8] en balayant une certaine plage de valeur de 1’ordre du
modéle. La seconde famille s’appuie sur un formalisme
algébrique [9]-[11]. Les méthodes utilisant ce formalisme ne
nécessitent pas une estimation des parameétres transverses,
elles sont fondées sur une restitution du rang de certaines
matrices structurées convenablement construites. Cette
estimation du rang est généralement obtenue grace a une
décomposition en valeurs singulieres (SVD), rang qui est
directement li¢ a I’ordre du modéle.

Dans cet article, nous allons exploiter de type algébrique
pour I’estimation de I’ordre (p;, p,,p3) du modele AR 3-D

causal a support QS. Cette méthode est fondée sur les
statistiques du second ordre en 1’occurrence sur la fonction
d’autocorrélation.

Algébriquement pour une matrice, le nombre des valeurs
singuliéres non nulles détermine la valeur de son rang. En
pratique compte tenu de différentes sources de bruit et du
support limité de I’observation, les valeurs singuliéres des



matrices supposées nulles en fait ne le sont pas, elles prennent
des valeurs trés petites mais non nulles. L’utilisation des
seuils parfois ad hoc pour la distinction entre les valeurs
significatives et non significatives permet de s’affranchir cet
obstacle.

1.2 Fonction d’Autocorrélation du Modéle AR
3-D
La fonction d’autocorrélation du processus (1) a valeur
réelle est définie par
ry (bl hy) = E[y(m,n, ) y(m=hy,n=hy,t =h3)]  (2)

L’opérateur E[.] désigne I’espérance mathématique et ()T
celui de I’opérateur transposé.

n; « n; signifie que la nouvelle valeur n; est assignée a

n;.
La fonction d’autocorrélation du processus (1) satisfait

I’équation suivante :

P P2 D3
2 kg y Ty (B =k hy —ky by —k3) =
k=0 ky=0k3=0 (3)
020y hy, hy)
apoo =1 et O(h,hy,h3) est la fonction delta de

Kronecker. Les équations normales de Yule-Walker 3-D sont
construites en explicitant la relation (3) pour’ =0,---, p;,

h2 :0’...’p2 et h3 :O’...’p3.
Pour tout /4y >0, h, >0 ou Ay >0, la relation (3) devient

P P2 P3
2 Uy gy Ty =k gy —ko by —k3) =0 (4)
k] =0 k2 =0 k3 =0
Une forme matricielle de I’équation (4) peut étre obtenue
en construisant deux vecteurs & et rg, représentant

respectivement 1’ensemble des parametres AR transverses
ainsi que D’ensemble des échantillons de la fonction
d’autocorrélation qui leur correspondent

. T
Q:[Qoéﬁl;'“?fm} ’rzg:{;go;r—g ;.“;r=0171i| ©

= . teaat T
zlq - [le,o’gkl,l’ ’le,l?z]

T,k =01, p (6)
rg =|r 3F s T
—gkl |:—€k1:0 G —gkl,pz}

_ . - T
leakZ - [akl,kz,()’akl,kz,]" ' "akl,kz,p3]

= r
"1y ~ [’"y(hl —kishy =ky h3)s s, (hy = kg iy = key g —p3)]

ki =0,1,-, py, ky =0,1,--, py (7
L’expression (4) devient donc

ry(hy . hy) = =6" ®)

Il

2. Sélection de I’ordre du modéle
Sur la base des échantillons de la fonction d’autocorrélation
ry(..,.) nous allons construire une matrice structurée R

dont le rang contient explicitement I’information sur I’ordre
(p1,p2,p3) du modele AR 3-D. L’utilisation de 1’équation

(8) sera le point de départ de la méthode proposée. Soit R, la

matrice (mymyms) % (nnynz) définie par

— 0,0 0,n3-1 1y -1,0 ny—l,my—1
RO_[E ’.”’E 3 ,...’EZ ,...’EZ 3 o
=0 =0 =0 =0
90 "2_1’0,---,1'”2_1’”3_1 ]
=n -1 =n -1

l

9
Ot ©)

B >

.’r

=p-1 =p -1

Les relations de contraintes relatives aux indices sont données
par :

my>>n >pr+l my>>ny>py+1l my>>ny > py+1
b 2

(10)
Pour comprendre ce choix, nous rappelons que I outil
d’estimation est basé sur le rang de la matrice structurée Ry .

Le choix de m; >> n; pour i=1,2,3 est fait pour ne

raisonner que sur le nombre des colonnes linéairement
indépendantes (LI) de la matrice R, lors de la détermination

du son rang. La seconde contrainte :
i=1,2,3
décrémentation de nombre de colonne de n;a n; -1,

n; > p; +1 pour

a ¢été faite pour s’assurer que lors de la

n;

~n;—1,i=12,3, la relation (8) reste toujours vérifice.
En pratique, certaines connaissances a priori sur le signal a
modéliser permettent un choix sur des m; et n;.
o
=p

Les mymymzx1  vecteurs colonnes pour

h1=0,---,n1—1, h2=0,---,n2—1 et h3=0,"',l’l3_1 de la
matrice R sont donnés par
- T
i = rh27h3;rhzshs;...;rhzahs} (11)
= =0 =1 =my-1

7
s r9’h3;r1,’h3;...;r%"2’h3] iy =0, m =1 (12)
=i 1] -1 il

i2=h3 = r‘i250.rl’2’1..__.

. T
in,m3 —1]
r s (13)

_il 11
pour il =O,1,-~~,m1 -1et iz :0,1,"',1’}12 -1.
L’élément générique de ces vecteurs est donné par les

échantillons de la fonction d’autocorrélation de la fagon
suivante

iy _ . . .
2P =y iy + iy, by i) (14)
il =O,1,-~~,m1 -1 et iz =0,1,~~-,m2 _], i3 =0,],"',Wl3 -1.
La réécriture compacte de la matrice R, conduit & une

structure de type m xn; block Hankel donnée par :

R, R, - R

n -1
Ro=| | P " (15)
le -1 le o le +n =2

et chaque bloc ﬁk , k=0,1,---,m; +ny —2, est une matrice

my X ny type Hankel block Hankel définie par

50 51 =1yl
~ Rl R2 R
Re=| Re R Ry (16)
= my -1 = my = my +n2 -1
Rk Rk Rk

La matrice ﬁi, k=0,1,---,m +n -2,
[=0,1,---,my +ny =2 est une matrice m3 Xn3 de type
Hankel définie par:



1,0 1,1 l,n3-1
rk }/'k “on l/’k
~ l,l 1,2 l,n3
Rp=| % %k (17)
Z,m3 -1 l,m3 l,nz +ms3 -2
"k Tk Tk

ou r,f’m , m=0,---,mz +n3 =2 sont donnés par (14).

Proposition:

Lerang g, de lamatrice R est égale a

8o = (m = pnyp3 + pi(ny = pa)ng +mpy(n3 = p3) + pipap3
(18)

Preuve

Pour démontrer cette proposition, nous allons déterminer le

nombre de vecteurs colonnes de la matrice R LI.

A vpartir de D’équation (8), les vecteurs colonnes
suivants :

s 3=l ny—1, ny—1l,n3—1
{£p2p3,...’zpz 372 P3,...,£2 37
=D =p1 =D1 =n

s n3—1
rP2P3 P2l
=n -1 =n -1

>

ny -1, ny —l,ny-1
a2 st ()
=np -1 =np -1
seront des combinaisons linéaires des vecteurs colonnes LI

suivants

0,0 0,n3-1 ny-1,0 ny—l,ny—1 0,0 0,n3-1
{E RERS SRR Lo S RPN e R UPR o ye, BT
=0 =0 =0 =0 =p-l =p-l

ny=1,0 ny=lnz—1 0,0 0,p3-1 ,0 ,p3—l

..7[ 2 7...’1_»- 2 3 ,l: 7...71_»' P3 ’...’I_-pz ,---,l_‘p2 P3

=p-1 =p-1 =pi =p =p =p

0,0 0,p3-1 ,0 ,p3—1
s ..’E ’...’E pP3 ’...’Epz ’...’Epz P3 } (20)
=m -1 =m -1 =m -1 =m -1

Donc le rang g, de la matrice R sera égal au nombre de
ces vecteurs colonnes LI.
8o =mnany —(ny = p)(ny = py)(n3 — p3)
=(ny —pnapy tpi(ny = pa)ny tnypy(n3 = p3)+ pipap3
CQFD
Nous voyons bien que le rang g, de la matrice R
contient I’information sur ’ordre (p;, p,p3) du modéle AR

3-D QS. Dans la suite, nous allons donner un théoréme qui
établit la relation, non-linéaire, entre 1’ordre du modéle et les
rangs de quatre matrices.

Théoreme:
Soient R;, R, et Rj

décrémentant d’une unité les

trois matrices construites en
valeurs de n « n—1,
ny « ny—1 et ny — ny—1 respectivement. Notons par g,
go et gz le rang respectif de chacune des matrices, alors

lordre (py, py,p3) vérifie le systeme non linéaire suivant
80 =& =mpp3tn3py = pap3
80 =82 =mp3tnypr~ pip3
8083 =mpytmypi = pipy

@1

Preuve

Pour démontrer ce théoréme, on utilise le résultat (18) de la
proposition.

Sous la condition que n; > p; +1 pouri =1,2,3, nous avons :
lorsque on décrémente n; d’une unité ie. n — ny—1, le
rang g; de la matrice R, déduite de R, par la suppression

des  mpyn;  derniers  vecteurs  colonnes  suivants

0,0 0,n3-1
{1_* e, BT
=n1—1

relation

81 =(m =1=ppmypy + pi(my = po)ms +(m ~Dpa(n3 = p3) + ppaps
=80 ~mP3 Pt Pap3

De la méme fagon lorsque on décrémente 7, d’une unité i.e.

p27L0 L O est donné par la
Enl—l El‘ll—]

— 9
=n -1

ny < np—1, le rang g, de la matrice R, , déduite de R,
par la suppression des mn; vecteurs colonnes suivants

{pra-10 L pmathmsl L m2ml0 031y Dest donné par
= =0 =p-1 =pn-1

& =(m —p)y =Dp3 + pi(ny =1=po)rs +mpy(n3 = p3) + pipaps
=80 ~mp3~ Pt pips
Enfin lorsque on décrémente n3 d’une unité n3 a n3 -1, i.e.
ny « n3—1, le rang g5 de la matrice Rj, déduite de R
par la suppression des mn, vecteurs colonnes suivants
{pOml ezt Ozl m st est donné par
=0 =0 =p -1 Zp-1
la relation
&3 =(m = pmps + pi(ny = p) s =1 +mpy(n3 =1=p3) + ppaps
=8 ~mp2~mp PP
CQFD
Pour trouver I’ordre du mode¢le, il faut résoudre le systéme
non linéaire (21) dont le vecteur p = [pl,pz,p3]T est
solution. A cet effet, nous utilisons la méthode de Newton —
Raphson pour résoudre 1’équation F(p)=0 cf. (21).
Nous avons :

p = p® s (p T E(p0) (22)
ou F(p) forme le systtme non linéaire et J(p) est la
matrice jacobienne formée des dérivées partielles de F' par
rapport aux composantes du vecteur p .

La méthode cherche une solution itérativement. Le résultat
dépend de I’initialisation. Le probléme du minimum local
risque de piéger la solution vers une fausse valeur.

Remarques
1) comme notre méthode s’appuie sur les rangs de matrices

construites a partir de la fonction d'autocorrélation { r,(.,.,.) }.

En pratique, nous pouvons utiliser une de ses estimations
biaisée, non biaisée ou pondérée [12]. Généralement, il est
préférable d'utiliser 1’estimation non biaisée qui posséde une
bonne résolution en estimation spectrale par rapport a
I’estimation biaisée méme si elle a une variance plus grande.
2) Pour déterminer i=0,1,2,3 des

matrices R;, on utilise la méthode de décomposition en

les rangs g;,

valeurs singuliéres (SVD). En effet, on utilise la SVD et le
critére des rapports normalisés (RN) définis par :

I<sks<n,, (23)

ou n, est le nombre de colonnes de la matrice considérée

dont sl-2 i =1,---,n, sont ces valeurs singuliéres. La premicre
valeur de k& satisfaisant RN (k)= ¢ [9] sera sélectionnée
comme le rang de la matrice considérée, ou & est un seuil
prédéfini proche mais inférieur a l'unité.



3. Exemple Numérique

Dans ce paragraphe, nous allons tester la méthode
développée sur un exemple de simulation. Le modele AR 3-D
est d’ordre (2,2,1). Les parametres AR du modele sont

donnés dans le tableau ci-dessous

TAB. 1 : paramétres du modele AR 3-D d’ordre (2,2,1)

a0,0,0 a0,1,0 a0,2,0 a1,0,0 a1,1,0 12,0
1 -0.8 0.07 -0.1 0.08 -0.007
a2.0,0 a3.1,0 az2.0 a0,0,1 ap,1,1 ap,2.1
-0.2 0.16 -0.014 | -0.9 0.72 -0.063
a1,0,1 ary,l a12.1 a2,0,1 a1 a22.1
0.09 -0.072 | 0.0063 | 0.18 -0.144 | 0.0126

Les paramétres m; =4, n; =3 ont été utilisés pour la
construction des matrices R;. Nous avons généré un bloc de

taille 16 x16 x16 . Le processus générateur est supposé étre
une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de
variance unit¢ N(0,1). Pour calculer la fréquence
d’apparition (en %) des ordres estimés, nous avons effectué
100 essais de type Monte-Carlo. Les résultats sont fournis
dans le tableau suivant.

TAB. 2 : fréquences d’apparition des ordres estimés

Ordre | (22,00 | (L) | 12D | (1,3,) | LD | (22D
% 2 5 7 3 7 54
Ordre | 23,) | GLD) | 3,2 | B3 | (232 | (222)
% 6 5 4 3 1 3

4. Conclusion

Dans cet article, nous avons développé une solution au
probléme de 1’estimation de I’ordre du modéle AR 3-D. Ces
modéles permettent de modéliser des blocs de textures 3-D.
Dans ce contexte, nous nous sommes limités a la
représentation causale autorégressive a support quart d’espace
(QS). La qualit¢ de la modélisation dépend du type des
données a modéliser: stationnaires, non-stationnaires,
gaussiennes, non-gaussiennes. Il conditionne donc 1’outil a
utiliser pour résoudre le probléme. Si dans le cas 1-D et 2-D,
la méthode algébrique permet de résoudre ce probléme d’une
facon linéaire, le passage au 3-D, méne a la résolution d’un
systéme non linéaire. A cet effet, I’utilisation de la méthode
de décomposition en valeur singuliére (SVD), complétée par
la résolution d’un systéme non linéaire par la méthode de
Newton-Raphson conduit a I’estimation 1’ordre du modéle.

Comme perspective a ce travail, nous envisageons
d’exploiter dans cette méthode d’estimation d’ordre de
nouveaux résultats émergents en algébre multilinéaire [13].
En outre, nous envisageons 1’extension de ces résultats pour
d’autres types de causalit¢é par exemple Demi-espace
Asymétrique (NSHS), et pour la modélisation la plus générale
ARMA 3-D.
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