Construction de turbo-codescourts a treillis a 4 étatsayant de bonnes
propriétésde distanceminimale
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Résumé- Cetarticles'intéresseauxturbo-codesourts(longueurinférieurea 256)derendemen% et% dontlestreillis composanbnt4 états.
Cesturbo-codessontrecherchésle facona présentede bonnespropriétésde distanceminimale ainsi que desdistributions de poidsles plus
centréepossiblesPrendrecesdifférentscriteresderechercha pourbut detenterdediminuer voire derepousset™error floor”. Certainscodes
auto-duawoptimaux,dontle codede Golay[24,12,8],sontainsireprésentésousformedeturbo-codesérieou paralléle.

Abstract — This articledealswith short% and%-rateturbo codeglengthlessthan256)with componentrelliseshaving 4 states.Theaimis to
obtainturbo-codesvhich have high minimumdistancesandgoodpropertiesof theweightenumeratorBy choosingthesecriteria, the challenge
for theseturbo-codesvasto delaythe"errorfloor". We presenfew extremalself-dualcodes asthe Golay code[24,12,8],put undertheform of

parallelor serialconcatenatetlrbo-codes.

1 Intr oduction

L'inventiondesturbo-codegarBerrouetal.[1] a montréla
possibilitéde réaliserdessystémesle codescorrecteursd’er-
reurss’approchant quelqueddixiemesde dB de la limite de
Shannora 'aide d’'un decodagatératif (ou turbo) a décision
douce(“soft”) utilisant desalgorithmesde faible compleité.
Le principalobjectifdesturbo-code®stmaintenantierepous-
serle phénomeénd™error floor” enaugmentanteursdistances
minimaleset en ayantde meilleuresdistributions des poids.
Danscettearticle nousnousintéressongout particulierement
auxturbo-codegourts voiretréscourts,dontlalongueum’ex-
cedepas256. Cescodespossedentependantle bonnesdis-
tancesminimalessanspour autantétre trés complexes puis-
gu'ils utilisent destreillis a seulement états.Dansle para-
graphe2 suivant nousexpliguonscommentconstruireles dif-
férentessectionsde treillis qui serontutiliséespour élaborer
les codescomposantsle cesturbo-codesDansle paragraphe
3, nousutilisons cessectionspour construiredesturbo-codes
sérieet a concaténatiomparallélemultiple. Finalementdansle
paragraphe nousrécapitulondes codesdéjaconstruitsainsi
gue certainesde leurs propriétésavant de présentelquelques
résultatsle décodage.

2 Principe

L'intérét de la constructionprésentédci estde réaliserdes
turbo-codedle faible compleité via I'utilisation de treillis a
seulemend états Pourélaboreta sectiondebasedenostreillis
cycliques,nousutilisonsle codedeHammingétendy8,4,4]de

matricegénératrice
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Nousconsidérongjuelesbitsd’informationducodecomposent
lesétiquettesiechaquesectionetquelesdeuxpremiershits de
redondancéresp.les deuxderniers)formentl'état final (resp.
initial). Unetelle sectiondetreillis estreprésentéparla figure
1. Chaquesectionainsiconstruitepossédét bits d’étiquette,2
d’'information (zo et z1) et 2 de redondancdy, ety:). Pour
plus de possibilitésde construction,nousutilisons 4 sections
qui differentpar le positionnementesbits z; et y;. Cessec-
tionssontnotéesH,, Hg, H., et Hs etcorresponderauxbits
(bo, b1, b2, b3) (Cf. figure 1) étiquetésrespectiementcomme
suit:

(Y0, Y1, %0, 21), (To, T1, Y0, Y1), (To, Yo, Y1, 1) € (Yo, To, T1,Y1)-

(bob1b2b3)

{0000, 1110, 1011, 0101}

{1101, 0011, 0110, 1000}

{0111, 1001, 1100, 0010}

{1010, 0100, 0001, 1111}

FiG. 1 —SectionH

Pourpermettrauneplusgrandemodularitédansle choix des
rendementsonstruitsnousintroduisons2 dernieressections
H, et H; qui correspondentespectrementau poingonnage
descouplesde bits (bg, b1) et (b2, b3) surla sectionH. Ces
sectiongdetreillis sontutiliséespourla constructionde turbo-
codessérieet paralléle.Ce choix de sectionsde treillis donne
de bonnespropriétésau polyndmede transfertde poids (ou



“Input-OutputWeightEnumerator”associ@uxtreillis construits LespermutationdI; sontici desapplicationsaffines:

a partir de cesdifférentessections Ce criterede choix estno-
tammentplus détaillédans[2]. La concaténatiomle deuxsec-
tionsestnotée(A| B) si A et B sontdistinctesetonnote(A|A)
ou A? sinon.

3 Représentationgraphique

3.1 Construction série

Lareprésentatiographiqueesttréssimilaireacelledescodes
présentéslans[3] car elle enreprendl’architecturegénérale
eny ajoutantdesliaisonsverticalesdansle but de diminuerle
nombredetreillis aconcaténepourobtenirunebonnedistance
minimale.Lesturbo-codesérieconstruitssontdescodescor-
recteursd’erreursen bloc systématiquesde longueurn = 2k
comportant; bits d'information. Cescodesseprésentensous
la forme d’'une doubleconcaténatiorsériede petits codesde
baseCy[ns, ky, dp] (la figure 2 utilise uniquemente codede
Hamming[8,4,4]commecodedebase)Lescodesdebasesont
dansun premiertempsconcaténégsn sériesuivantun axe ver

tical engendrantle cefait untreillis cycliqgue a 2% étatsdans
le casbinaire.Dansun secondemps,lestreillis ainsiobtenus
sontconcaténégen sérieselonun axe horizontalet séparédes
unsdesautregpardespermutationgII; surla figure2) nonné-
cessairemeritlentiques.

Le processusl’encodagesystématiquestle suivant: le pre-
mier étagetransformee vecteurde bits d'informationa enco-

derX = (zg,%1,.-, Th_1) = (méo),xgo),...,xg()jl) =X

ar®,).

Les élémentde ce vecteurR(®) subissenalorsune premiére

enunvecteurdebitsderedondanc®(©) = (rf)o) 9,

permutatioril, pourobtenirR) = (r(o) ¥ ¥ )

w0 (0)? " wo(1)? 7" " wo(k—1)
On procedeainsi pour les 3 étageset les 2 permutationgqui
composenta structure.Le mot de codecorrespondalorsa la
concaténatiomlu vecteurX de bits d’informationavecle vec-
teur R® debits deredondanceOn selimite volontairement
I'utilisation de 3 étagest 2 permutationslansle but d’amélio-
rer la qualitédu décodage.
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FiG. 2—Codedeparamétrefk, k, din]

i (a*xi+b) mod kou(a,b) €EZXZ.

Nousintroduisonségalementine constructiondite “hybride”
(Cf. figure 3) qui résulted’un mélangeentrela constructionde
la figure 1 et celle descodesprésentéslans[3]. Le premieret
le dernierétagedela structureresteninchangéparrapportau
casprécédentmnaisle secondétageestremplacéparunesimple
concaténationle codesde Hammingétendug8,4,4].
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FiG. 3—Codedeparametrefk, k, d,,in)

D’aprés[4], lescodesprésentéslans[3] atteignenia borne
deGilbert-Varshamw lorsquele nombred’étagesestsuffisam-
mentimportant.L'intérétdela nouwelle strucurerésidedoncen
partiedanssacapacité fournir debonnedistancesninimales
sansétrecontraintd’augmentete nombred’étages.

3.2 Construction paralléle

Pourillustrer le processusl’encodagetoujoursen utilisant
les sectionsde treillis de la partie 1, nousprésentonde code
de Golay[24,12,8]sousuneforme nouwelle qui estunetriple
concaténatiorparallele(Cf. figure 4). Chacundestreillis cy-
cliquesassociéaucodeC transformde vecteurde bits d’infor-
mationX = (zg,--- ,zr_1) (@Qprésunepermutatiordifférente
pourchaquereillis) enunvecteurde bits deredondance.

FIG. 4 — Codede Golay sousformeturbo-codeparalléle



Le premiertreillis (resp.le secondet le troisieme)fournit le

vecteurde redondanceRy = (", r{? .. {0 ) (resp.
-3

R; et Ry). Le mot de code C' estalors la concaténatiordu
vecteurde bits d’information (avant permutation)et destrois
vecteurde bits deredondance.

Sur la figure 4, le treillis du codede baseC estla concaté-
nation de sections(H,|H|H,|H4|H|H4) et corresponda un
codedeparametrefl 6,12,2].Lestrois permutationsontry =
(0, 5,4,11,6,8,10,0,1,2, 3, 7),71’1 = Dyomgetmy = Dgomyg
ou D, estle décalageycliqueversla droitede s bits.

4 Codesconstruits

4.1 Propriétés

A titre indicatif, nousdonnonsiansun premiertempsquelques
polynémesd’approximationdel’énumérateudespoids(notés
Win k) Obtenuspar la méthode[5] qui permetd’estimerces
polynédmesdansle casd’un entrelaceumoyen uniforme.Ces
polynémesne correspondenbien évidemmentpasau casde
figurele plusfavorable.Nousobtenongarexemple:

1+ 2X8 4+ 72X10 4 1542X12

W[64,32] =
+22351X14 4+ 227742X16 |

W[128,64] = 1+ 13X16 + 430X18
+13162X20 + 326720X %2 4 ...
W[256,128] = 14+ X% 4+4X26412X28 4 46X30

+496X32 + 16035X34 + . ..

Cespolynémesont I'avantagede fournir une estimationrela-
tivementfiable du phénoménel’accroissemende la distance
minimaleenfonctiondela longueurdu code.

Le tableaul recencequelquescodesconstruitssuivantle mo-
délede la figure 2 alors que le tableau2 présentedescodes
construitsapartirdela structure‘hybride” (lescouplesdonnés
pour les permutationdI; correspondenaux valeursdea et b
dela permutatiordéfinieau3.1). Danscesecondtas,lescodes
obtenussontpar ailleursdescodesauto-duawextrémaux.Le
tableau3 proposegquanta lui descodesobtenusparla multi-
concaténatiomparallele Lorsquel’énumérationexhaustve des
motsde coden’est plus réalisable I'estimation desdistances
minimaless’éffectueal’aide d'un algorithmede calculissude

[6].

Définition 4.1 OnnoteC le codedual ducodeC définipar :
Ct={yeFy/Vz € C,z.y =0}

ou“z - y” correspondau produit scalaire euclidienz TiY;

=1
modulo2.

Définition 4.2 Un codeestdit auto-dualsi C = C*.
Définition 4.3 Un codeauto-dualbinaire donttousles poids
sontcongrusa 0 mod 2 et pour lesquelau moinsun motest

depoidscongrua2 mod 4 estdit de Typel.

Définition 4.4 Un codeauto-dualbinaire donttousles poids
sontcongrusa 0 mod 4 estdit de Typell.

Codedeparameétres || Permutations| Compositiondu
[n, k,d] 1Ty etII; treillis debase
[32,16,8] (3,0); (3,0) (H05|Hg)4
[64,32,10] (19,0); (19,0) (Hq|Hp)®
[96,48,14] (5,0); (11,0) | (Hs|H,|Hs)®
[128,64,16] (19,0); (11,0) (HO¢|H[;)16
[256,128,26< d < 32] || (19,0); (19,0) | (H.|Hp)*

TAB. 1 —Turbo-codesérieauto-duauxde Typel

Codedeparamétres| Permutations| Compositiondu

[n, k,d] I, etIl; treillis debase
[32,16,8] (3,0); (3,0) (Ho|Hp)*
[64,32,12] (19.0); (19.0) |  (Ha|Hp)®

TAB. 2 —Turbo-codesérieauto-duauxde Typell

Les turbo-codessérie obtenusont de plus la particularité
d’'étredescodesauto-duauxjuelquesoientiespermutationsf-
finesutilisées.La démonstratiome I'auto-dualitéprovientdes
deux propositionssuivantes(les deux propositionssont elles
mémessimplementdémontrables).

Proposition4.1 SoientC, un code auto-dualde paramétes
[ns, kb, dp] €1Sp la sectiondetreillis construiteen prenantles
ky bits d'information en étiquettes|es % premies bits dere-
dondancecommeétatentrant et les % derniers bits deredon-
dancecommeétatsortant.Alors, lorsqu’il existe le codeasso-
cié a la concaténatiorde cessectionssousformed’un treillis

cycliqueestun codeauto-dual.

Proposition4.2 Soit7 un treillis cycliqueassociéa un code
C auto-dual.Alors les codesassociési la concaténatiorsérie
decestreillis via despermutationgjuelconquesontdescodes
euxaussiauto-duaux.

4.2 Exemplededécodage

OnnoteP4un codede parametre§400,200]construita par
tir dela concaténatioparallelede deuxtreillis cycliquescom-
poséauniquementela sectiondetreillis H,. La figure5 pre-
sentela courbedetauxd’erreurbinairede ce codeenfonction
durapportsignalabruit pourundécodageffectuésuruncanal
gaussierabruit blancadditif utilisantunemodulationde phase
a2 états(M D P-2). Untel décodagestréaliséen15itérations.
LescourbeglescodesCT (3,1),qui résultedela concaténation
de 3 arbreset TC (21,37),qui estun turbo codeutilisantdes
treillis a 16 états,sontdonnésdans[7]. Les courbespour ces
deuxdernierscodescorresponderd un décodagesn 18 itéra-
tions.

La figure 6 présentdes courbesde taux d’erreur binaire en
fonction du rapportsignal a bruit pour deux codesde rende-
ment% : uncode[300,100,18Jetun code[600,200]notésres-
pectvementP3 et P6. La aussile canal estgaussiera bruit
blancadditif etla modulationestune M D P-2.

La figure5 présentein phénomeénatéressangui semanifeste
a partir d'erviron 2,5 dB. En effet pour ce rapportsignal a
bruit on constatequeles courbesassociéeauxcodesCT (3,1)
et TC (21,37)deviennentlégérementornvexes,ce qui traduit
I'apparitionde|”error floor”. En revanchela courbedu code
P4accentusonaspectoncae et continuedoncde“plonger”.



Nombredetreillis
concaténés

Rendemen% Codedeparameétres|

[n, K, d]
[60,20,8]
[120,40,16]
[240,80,24]
[24,12,8]
[32,16,8]
[128,64,12]
[256,128,18]

(encaracteregrasles codesauto-duawextrémaux)

Rendement

Rendement

A DDA DMD

TAB. 3—Turbo-codeparallélederendement et ;

— non codée
" -5 TC (21,37)
- CT(3,1) !
- P4

107 1 1 1 1

Eb/No
FIG. 5— Comparaisonle décodagae codeqg400,200]

5 Conclusion

Nousavonsvu danscet article que descodespossédantle
bonneslistancesninimales pourdesrendement et%, peuvent
étremis sousla formede turbo-codesérieou a concaténation
parallelemultiple. Il estde plus trés probableque les turbo-
codescourts de bonnedistanceminimale ne nécessitenpas
I'augmentationde la compleité destreillis descodescompo-
sants.Nouservisageonsctuellemente construiredescodes
surl'anneauZ, aI'aide de la méthodeprésentéelanscet ar
ticle enremplacante codebinaireHammingétendJs8,4,4] par
I'Octacod€d8,4,6]surZ, (cecodeestéquialentauNordstrom-
Robinsonsur Z- [8]). Ce nhouveaucomposanpermetd’aug-
menterla distanceminimaledu codeet peutétrenaturellement
associéavec une modulationde phasea 4 états.Un autreas-
pectintéressantle ce codeestsacomplexité caril fournit un
treillis & 16 étatset estpar conséquentomparablex un turbo
codeduo-binairepossédani 6 états.Par ailleurs,dessimula-
tions concernante décodagatératif descodesprésentéslans
cetarticle sontencoursderéalisation.
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