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Résumé — Nous proposons dans cet article une nouvelle classe d’estimateurs récursifs de la dérivée de signaux échantillonnés

bruités, basée sur le principe du maximum de vraisemblance.

Abstract — In this paper, we present a new class of velocity estimators based on the maximum likelihood principle.

1 Introduction

L’évaluation de la dérivée de signaux échantillonnés et
bruités intervient dans de nombreuses applications pra-
tiques du traitement du signal, que ce soit en radar, en
traitement de la parole, dans les télécommunications, dans
la lecture des codes a barres, dans le traitement de si-
gnaux de mesure ou en régulation de vitesse de machines
électriques. Pour résoudre ce probleme, plusieurs solutions
ont été présentées dans la littérature. Comme on le verra
au paragraphe 2, celles-ci peuvent se répartir en trois caté-
gories. La premieére, de type déterministe, correspond a
la synthese de filtres dont la réponse fréquentielle s’ap-
proche le plus possible de la fonction de transfert d’un
filtre dérivateur idéal G(A) = 2w \. La seconde, également
de type déterministe, correspond a ’approximation d’un
opérateur de dérivation %(t) a l'aide de valeurs du si-
gnal mesurées aux instants d’échantillonnage. La troisieme
catégorie, a laquelle appartient la classe des estimateurs
proposée ici, est de nature statistique: elle s’appuie sur
une décomposition du signal mesuré en une somme d’un
bruit et d’une composante déterministe caractérisé par
un modele d’évolution simple, et dont on peut déduire
aisément ’expression d’une dérivée.

Dans cet article, nous proposons une nouvelle classe
d’estimateurs récursifs de la dérivée de signaux échantil-
lonnés bruités, basée sur le principe du maximum de vrai-
semblance. Les estimateurs obtenus sont basés sur trois
hypotheses de complexité croissante sur ’évolution du si-
gnal: mouvement a vitesse constante, a accélération cons-
tante ou a jerk constant. Dans chaque cas, les expressions
des estimateurs sont accompagnées des caractéristiques
statistiques des estimateurs obtenus et de leurs réponses
fréquentielles. Ces estimateurs sont ensuite utilisés dans
deux domaines d’application différents: le premier concer-
ne la caractérisation de vérins pneumatiques et le second
correspond a la mesure de vitesse a partir du codeur incré-
mental d'une machine tournante.

2 Un bref état de ’art

Bien évidemment, I'approche présentée au paragraphe
3 n’est pas la seule possible. Pour la replacer dans son
contexte, quelques unes de autres approches possibles vont
étre rappelées ci-dessous.

2.1 Synthese de filtres dérivateurs

Une premiere fagon de calculer une valeur approchée
de la dérivée d’un signal échantillonné consiste a utiliser
un filtre & réponse impulsionnelle finie dont la réponse
fréquentielle H(\) s’approche le plus possible d’un filtre
dérivateur idéal G(\) = j2mA. Les premieres solutions de
ce type peuvent étre obtenues en décalant et en tronquant
la transformée de Fourier inverse de G()\), g[n] = %nm)
(voir [1], p 461). Mais du fait de la décroissance tres lente
de g[n], cette technique nécessite des filtres d’ordre tres
élevés. D’autres filtres ont été obtenus en utilisant 1’al-
gorithme de Remez [2, 3]. Une autre méthode relevant
de cette catégorie consiste a concevoir un filtre RIF de
type III dont la réponse fréquentielle H(\) a la méme va-
leur et les mémes dérivées (jusqu’a un ordre donné) que
G(N) a la fréquence nulle! (A = 0) ou en milieu de bande
(A = 1/4, soit f = AF, = F./4, F, étant la fréquence
d’échantillonnage) [5, 6]. Pour éviter une amplification
trop importante des bruits en hautre fréquence, un com-
portement passe-bas peut aussi étre obtenu en imposant a
H()\) et & quelques unes de ses dérivées successives d’étre
nulles en A = 1/2 [7]. Dans tous les cas, les filtres obtenus
se déduisent de la résolution d’un systeme linéaire, et ont
des coefficients a valeurs réelles.

Pour toutes ces approches, 'unique degré de liberté est
Pordre du filtre. Celui-ci doit étre élevé pour que le module
de lécart |H(X) — G(N)| soit faible, mais la détermination

1. Imposer & H(\) et & ses dérivées d’avoir des dérivées correctes
en A = 0 permet d’obtenir des estimateurs sans biais de la vitesse
pour des signaux ayant une trajectoire polynomiale [4].



de 'ordre minimal convenant pour une application donnée
n’est pas évidente.

2.2 Approximations de ’opérateur
de dérivation

Une deuxieéme approche possible consiste a approximer
un opérateur de dérivation a l’aide d’'une combinaison
linéaire de valeurs du signal. Une premiere solution de
ce type est basée sur les polynomes d’interpolation de La-
grange (voir [8], p 230). Ainsi & Pordre 2, on peut appro-
ximer z(nT, + uT,) au voisinage de l'instant n T, par le
polynéme en w qui passe par z[n], z[n — 1], et z[n — 2] en
u=0u=—-1letu=-2
(u+1)(u+2) u(u+1)
—_ z[n — 2],

2 2
ou T, est la période d’échantillonnage et z[n| = xz(nT.).
La valeur en u = 0 de la dérivée P’(u) constitue alors une
valeur approchée de T, %2 (nT,)

P(u) = z[n] —u(u+2)zn—1] +

P/(O):7a:[n]721[n71]+%w[n72]%TS%(nTe) (1)

Ce raisonnement peut étre appliqué a des ordres plus
élevés, et a des filtres non-causaux.

Une deuxieme technique de ce type est basée sur des
développements limités de Taylor (voir [9] p 294). Si par
exemple on suppose que le signal z(t) peut étre correc-
tement approximé a l'instant nT, par un développement
limité au deuxiéme ordre sur l'intervalle [(n — 2)T,, nT,]:

d d2 2
xmﬂﬁwﬁzm@ﬂ)+j?dﬂﬁ~%%§mﬂg%f(%
On obtient alors un systéme de 2 équations a deux incon-
nues en prenant 7 = =T, et 7 = =271, :
dx d*z T?
—-1] =~ )T, T
o]~ afn] - ST T+ S T
dx d*x T2
zn—2] = x[n] —ZE(nT)T +4— 7 (nT) 5

La résolution de ce systéme conduit pour %2 (nT.) T, a
I'expression déja donnée? en 1, et pour la dérivée seconde
a l'expression bien connue :

d*x

dt?
L’opérateur 1 obtenu correspond a une différence arriere
d’ordre 2. En prenant 7 = —T, et 7 = +71, dans 2, on
obtient une différence centrée, et en prenant 7 = T, et
T = 2T,, une différence avant [9]. Le tableau 1.a présente
les estimateurs de vitesse obtenus en fonction de ’ordre du
développement limité. On peut remarquer que ces estima-
teurs ont des coeflicients rationnels, ce qui permet de les
mettre en ceuvre efficacement sur des micro-controleurs a
faible cout. Mais dans cette approche, le nombre de points
sur lesquels est réalisée I'estimation de vitesse est égale
a l'ordre du développement de Taylor ou du polynome
d’interpolation de Lagrange. Choisir un ordre élevé pour
tenter de réduire la variance de l'estimation de vitesse
d’un signal bruité conduit a autoriser la trajectoire du
signal a suivre un polynome d’ordre élevé, ce qui n’est pas
nécessairement, adapté.

(nT.)T? ~ z[n] — 2z[n — 1] + x[n — 2 (3)

2. Les polynomes de Lagrange et les développements de Taylor
correspondant tous les deux a des modeles polynomiaux du signal,
ce résultat n’a rien d’étonnant.

TaB. 1: Opérateurs de différence arriere d’ordre 1 a 4

[ (a) Opérateurs de différence arriere ]

n k] T,

1 w[k]—w[k—l]

2 L (Galhl —delk — T ok 2]

3 & (1la[k] —18x[k — 1]+ 9a[k — 2] — 2k — 3])

4 || 5 (25 a[k] — 48[k — 1] + 36 [k — 2] — 163k — 3]  3alk — 4))

[ (b) Mouvement & vitesse constante ]
;c% ]] — zfk — 1]

}) (Bxlk] — xlk — 1] — 2x[k — 2])

& (6a[k] — o[k — 1] — 22k — 2] — 3x[k — 3])

& (10alk] —wlk — 1] — 2k — 2] — 3alk — 3] — 4a[k — 4
[ (c) Mouvement & accélération constante |
n || o[k] T

2 I Balk] —4a[k — 1]+ [k — 2])

3 ae (42x[k] —31alk — 1] — 26 x[k — 2] + 15 a[k — 3])

oo =3

2.3 Approches statistiques

Dans des applications concretes, les problemes d’estima-
tion de vitesse sont plus souvent dus a la présence de bruits
dans les signaux de mesure qu’a des problemes de dyna-
mique d’évolution. Les mouvements observés sont relati-
vement lents, mais ils sont mesurés avec des capteurs qui
se comportent comme des sources de bruit importantes. Il
semble donc approprié de considérer ce probléeme comme
un champ d’application possible de la théorie de ’estima-
tion.

Une premiere approche possible consiste a considérer
les parametres inconnus (vitesse, accélération ...) comme
des variables aléatoires. Si on suppose que le signal mesuré
x(t) est la somme d’un bruit w(t) (centré et de variance
r) et d’une trajectoire m(t) & accélération constante, des
développements limités a 'ordre 3, 2 et 1 de la position
p(t), de la vitesse v(t) et de laccélération ~(t) autour de
I'instant ¢ = kT, conduisent au modele d’état [10]

11 1/2 1/6
XEk+1 = 01 1 X[k + | 1/2 | 6k T3
0 0 1 1
ak+1 = (1 0 0) X[k+1]+wk+1],
X7 = (sl wMT. AKIT?)
ou dlk] = dt3 (k’T) est le jerk, considéré comme une va-

riable aléatoire centrée de variance g. Le filtre de Kal-
man stationnaire [11, 12, 13] congu sur ce modele fournira
une estimation conjointe de la position, de la vitesse et de
'accélération, paramétrée uniquement par le rapport 2.

3 Estimation par maximum
de vraisemblance

La méthode proposée constitue une deuxieme approche
statistique, et correspond a une extension de la deuxieme
technique du paragraphe 2.2. Dans 'exemple donné (éq.
2), les solutions obtenues pour les 2 parameétres inconnus
(vitesse, accélération) & partir de 2 équations s’avérent
inutilisables dans des situations réelles en présence de bruit.
Il semble donc nécessaire d’estimer ces deux parametres
a l'aide d’un systéme sur-déterminé d’équations, afin de
réduire la variance de lerreur d’estimation. Ceci implique



donc de faire la différence entre le nombre de points sur
lesquels est réalisée I'estimation et le nombre de degrés de
liberté de la trajectoire du signal, que l'on va supposer
faible. Contrairement & l’approche décrite au paragraphe
2.3, les parametres de cette trajectoire seront considérés
comme des grandeurs déterministes inconnues.

3.1 DMouvement a vitesse constante

Ce premier cas, particulierement simple, va permettre
de présenter clairement la démarche proposée. On suppose
en effet que sur un intervalle de validité d’hypothese de
largeur T'= NT, (avec N > 1), le signal mesuré peut étre
correctement approximé par son développement de Taylor
au premier ordre:

x(t—1)

ou l'erreur de modélisation w(t) est considérée comme un
bruit centré et stationnaire. Apres échantillonnage a la
période T, cette équation conduit a

zlk—n] = z[k] —nvlk]T. + w[k — n)
soit [k —n] —x[k] = -—nv[k]T. +wlk—n]
avec t = kT, z[k] = 2(kT.), v[k] = %(kT.) et w[k] =
w(kT.). L’ensemble de toutes les équations obtenues en

faisant varier n de 1 & N conduit & une écriture matricielle
de la forme Y = H X + W, avec

=x(t) — Ccll—f(t) T+w(t—71), V7 e [0;T]

z[k—1]—z[k] -1 wlk—1]
z[k—2]—z[k] -2 wlk—2]

- . P H - . P W - . 3
z[k—N]—z[k] —-N wlk—N]

et X = v[k]T.. L’estimateur de maximum de vraisem-
blance [14] de la dérivée v[k] du signal, obtenu sous hy-
pothese de bruit blanc gaussien est alors

X = 0kT.=H"H)'H'Y (4)
= (Pl x[k] — inw[k —n]) /P>
n=1
3 6 al
= 2N+1xk —m;n:ﬁ —n]
avec P, = ZnNzln = N(N+1)/2 et P, = Z,]:]:an =

N(N+1)(2N+1)/6. Le tableau 1.b présente les estimateurs
de vitesse obtenus en fonction de N. Dans les conditions
précisées sur le bruit w(k], cet estimateur est non biaisé et
sa variance décroit en 1/N?:

o2
= o2 (T ) =% (5)
2
Il a la structure d’un filtre & réponse impulsionnelle finie &
phase non linéaire, dont le gain statique est nul et le gain

en variance décroit en 1/N3.
P2+P, 3(N+2)(3N+1)
PZ  ~ N(N+1)(2N +1)2
L’ordre N de I'estimateur doit donc étre choisi pour trou-
ver un compromis entre la variance des fluctuations de la

vitesse estimée et la validité de I’hypothese de mouvement
& vitesse constante dans Uintervalle [t — NT,;t].

Var [0[k] T¢]

3.2 Mouvement a accélération constante

Dans ce deuxiéme cas, on suppose que le signal mesuré
peut étre correctement approximé par son développement
de Taylor au second ordre:

d d? 2
2(t=7) = a(t)= 2 () T+ 2 (1) THw(t—r), V7 € [0:T]
avec T' = NT, et N > 2. Apres échantillonnage, cette

nouvelle équation devient

k] T2
z[k — n] = z[k] — nv[k] T, + n? % + wlk — n],
avec y[k] = ‘Uilt;" (kT,). L’ensemble de toutes les équations

obtenues en faisant varier n de 1 & NV conduit a une écriture
matricielle de la forme Y = H X + W, avec

-1 1 wlk—1]
2 4 v[k] T, wlk—2]
H = : X = K T2 et W =
2
—-N NZ wlk—N]

Sous les mémes hypotheses que précédemment, 1’estima-
teur obtenu dans ce deuxieme cas s’écrit

1 7’1 — n k
ok T, = (P, Ps—P; P3) [k ]+PZ; 1P(Pg. Pyn) x| ]’
2 Py— P3

N N
avec P3; = Zn:l n® = N3(N4+1)2/4 et Py = anl nt =

N(N+1)(2N+1)(3N2+3N—1)/30. La variance de cet estimateur,
égale a % décroit lui aussi en 1/N3. Le tableau 1.c
présente les estimateurs de vitesse obtenus en fonction de
N. On peut vérifier que ces filtres ont eux aussi un gain
statique nul, et leur gain en variance, calculé avec mupad,
décroit en 1/N2. Cet estimateur de vitesse peut étre as-
socié a un estimateur d’accélération

ARITZ  (pope—pPRy k] + N (Pan?— o) 2k — 7]

2 P2 Py~ P2 ’

décroit en 1/N°.

Dont la variance, égale a W’

3.3 Mouvement a jerk constant

Le dernier cas considéré correspond a un développement
de Taylor au troisieme ordre:

dx dPr, 2 dBx, T3
x(t—7) = x(t)fa(t)TJr@(t) T (t) — +w(t 7),
avec 7 € [0;T], T = NT, et N > 3. En se basant sur
la méme technique de synthese que dans les deux para-
graphes précédents, on obtient un nouvel estimateur de
vitesse

. Py (P2 —PyPs)—P3(PyPs—P3Pg)+P3(P;—
O[k] T. =

PsPs))
P} 4Py P2+ P; Ps— Py Py Ps—2P3 Py P

z[k] (6)

Py Ps) n®

N 2 2
P4P6 n— (P4Pr P’;Ps)n +(P47
g x[k — n]

P} 4Py P2+ P2 Ps— P2 Py Ps—2P3 Py Ps

5

avec Py = ZnN:1” = N?(N+1)2(2N%+2N-1)/12 et Py =

N .
anl nb = N(N+1)(2N+1)(3N*+6N?—3N+1)/42. Sa variance,

égale a
2 (P2—PuPs)

P} + Py P24+ P} Pg— P2 Py Ps—2P3 Py Ps

décroit toujours en 1/N3. Des estimateurs de accélération
et du jerk, ainsi que leur variance, peuvent étre également
donnés.



4 Des applications
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Fi1c. 2: Réponse du moteur a courant continu a des
échelons de vitesse.

L’utilisation des estimateurs proposés a été testée dans
deux domaines d’application diférents. Le premier corres-
pond a la caractérisation d’un servo-distributeur pneuma-
tique [15]. Le fonctionnement de ces vérins est régi par la
loi physique d’évolution thermodynamique de ’air dans

un volume fixe, 92 (t) = - 4L (¢) on 9m (1) est le débit

dt \") = ®rT, dt
massique de ’air circulant a I’entrée du servo-distributeur,
P,(t) est la pression absolue dans le volume de remplis-
sage, k est le coefficient polytropique de l'air, r est la
constante des gaz parfais relative a I'unité de masse d’air,
T, est la température de 'air entrant et V' est le volume
de remplissage. Dériver le signal de mesure de pression
permet donc de mesurer indirectement le débit massique
sans utiliser de débitmetre. La figure 1.a montre le signal
de pression mesuré. La variation importante de ce signal
ne permet pas de voir 'importance du bruit de mesure.
La figure 1.b montre l'estimation de dérivée obtenue par
une différence finie d’ordre 2 (expression 1). Les fluctua-
tions trop importantes de cette estimation ne permettent
pas son utilisation dans des traitements ultérieurs. La fi-
gure 1.c montre le résultat obtenu par un estimateur basé
sur une hypothese de mouvement & accélération constante,
avec N = 45. Les possibilités d’utilisation pratique de ce
résultat semblent bien supérieures, du fait de la diminu-
tion importante des fluctuations, ce qui montre l'intérét

de la séparation entre I’ordre du modele et la largeur de

I'intervalle de stationnarité.
Ce type d’estimateur a aussi été utilisé pour faire de

la régulation de vitesse d’'un moteur a courant continu. A
partir des signaux fournis par un codeur incrémental ayant
une résolution de 12 bits, un estimateur de vitesse basé
sur une hypothese de mouvement a accélération constante
avec N = 7 a été implanté sur un FPGA [16], associé
a une régulation en cascade de la vitesse et du courant
17]. L’estimateur a été implanté en virgule fixe sur 17
its, avec une fréquence d’échantillonnage de 4096 Hz.
Les résultats obtenus (voir fig. 2.a) sont particulierement
intéressants a faible vitesse, ou 'opérateur de différence
arriere d’ordre 1, classiquement utilisé [18], présente un
bruit de quantification important (fig. 2.c). Un estima-
teur de méme longueur basé sur une hypothese de jerk
constant présente par contre des fluctuations plus impor-
tantes (fig. 2.b), du fait de sa plus forte variance. Des
résultats complémentaires sont disponibles a I’adresse http:
//crttsn.univ-nantes.fr/~auger/publis.html.
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