Algorithme rapide de reconstruction tomographique base sur la
compression des calculs par ondelettes

Thomas RODET?, Pierre GRANGEATZ, Laurent DESBATS,

1Dept. de Médecine nucléaire, Vrije Universiteit Brussel, AZ-VUB, B-1090 Brussels, Belgique
2CEAJLETI/DRT/DSIS, 17 Rue des Martyrs, F 38054 GRENOBLE Cedex 9, FRANCE.

3TIMC-IMAG, UMR CNRS 5525, IAB, Faculté de médecine, UJF 38706 La Tronche Cedex, FRANCE.

Thomas. Rodet @ub. ac. be ou Thomas. Rodet @nmag. fr , Pierre. Grangeat @ea. fr,
Laur ent . Desbat @ mag. fr

Résumé — L’introduction de nouveaux systémes de tomographie 3D a partir de détecteurs multi-lignes ou de détecteurs plats fait augmenter le
nombre de données a traiter. De plus, pour certaines applications médicales le temps de reconstruction doit étre réduit ( tomofluoroscopie 3D).
Nous avons donc développé un nouvel algorithme de reconstruction 3D basé sur la compression des calculs.

L’idée principale est d’adapter les techniques de compression a base d’ondelettes a la reconstruction tomographique. Pour cela, nous calculons
une transformée en ondelettes indirecte de I’image f a travers la décomposition de ses projections (ou transformée de Radon) R f. Cette approche
est hiérarchique. En effet, nous reconstruisons dans un premier temps, les coefficients d’ondelettes aux échelles grossiéres, a partir de ces
coefficients nous prédisons les coefficients significatifs aux échelles plus fines. Cette prédiction est obtenue en utilisant la structure des “Zerotree”
introduite par J. Shapiro dans le cadre de la compression de données. En conclusion notre approche permet de rétroprojeter uniquement les
coefficients contenant de I’information pertinante. Elle permet de reconstruire de 2 a 5 fois plus vite que une approche classique FBP (Filtered
Back Projection) un volume tomographique (32 x 512 x 512).

Abstract — CT acquisition systems involve increasing amounts of data. Moreover, for many medical applications, the computation time
must be reduced (Tomofluoroscopy). We develop a new fast 3D reconstruction algorithm based on the computation compression.

The main idea is to adapt the compression technique used in the norm JPEG 2000 to the tomographic reconstruction. We perform an indirect
wavelet transform of the image f through the decomposition of the projection Rf. The approach is hierarchical. At first, we reconstruct the
wavelet coefficients in the coarse scales. These reconstructions allow to predict maps of insignificant wavelet coefficients in the finer scales. This
prediction was performed using the Zerotree structure introduced by J. Shapiro for data compression. So, our approach back-projects only the
wavelet coefficients containing pertinent information. Our algorithm is about 2 to 5 times faster than a classical FBP algorithm for a 3D image
(32 x 512 x 512).

1 Introduction La deuxieme famille de méthodes est basée sur I’accéléra-
tion de I’étape de rétroprojection par factorisation des calculs.
Ces approches hiérarchiques sont construites sur le méme prin-
cipe que la transformée de Fourier rapide: toutes les projec-
tions sont traitées au méme moment [6, 21, 20, 8, 7].

La derniére famille d’algorithmes est basée sur une approche
“divide and conquer”. Le probléme de reconstruction est divisé
en plusieurs problémes plus petits. Une approche introduite par
S. Basu and Y. Bresler [3] consiste a reconstruire des petites
zones de I’image de maniére indépendante, mais cette méthode
ne peut pas donner de solution exacte. Nous avons récemment
introduit une méthode qui divise le probleme dans le domaine
de Fourier [16, 18] et qui est théoriquement exacte.

Ce papier présente un nouvel algorithme de compression de
calculs avec perte. Le principe de I’accélération est de réduire
au maximum le nombre de points sur lesquels on doit réaliser
la reconstruction. Pour cela, nous reconstruisons uniquement
les coefficients d’ondelettes porteurs d’informations.

Dans la partie 2 nous présenterons nos notations, puis nous
exposerons notre méthode dans la partie 3, enfin nous expose-
rons des résultats sur des données 3D réalistes.

L’introduction de nouveaux systémes de tomographie 3D a
partir de détecteurs multi-lignes ou de détecteurs plats fait aug-
menter le nombre de données a traiter. De plus, pour certaines
applications médicales les reconstructions doivent étre faites en
temps réel. La tomofluoroscopie 3D pour le guidage de gestes
chirurgicaux par I’image [4] est I’'une des applications qui de-
mande le plus de ressources de calculs (une centaine de Gi-
gaFLOPs) [12]. L’accélération des calculs tomographiques est
donc cruciale pour le développement de cette technique.

Il existe principalement trois familles d’algorithmes rapides
de reconstruction. La premiére repose sur I’utilisation de la
transformée de Fourier rapide. 1l existe en effet un théoreme
qui permet de reconstruire les données tomographiques dans
le domaine de Fourier. En théorie, une interpolation entre une
grille polaire et une grille cartésienne dans le domaine de Fou-
rier suffit pour reconstruire les données, mais, en pratique, cette
interpolation est difficile a mettre en ceuvre de maniere effi-
cace [14, 13]. Récemment, de nouveaux travaux basés sur la
géomeétrie linogramme [9, 10] et sur la transformée de Fourier
fractionnaire donnent de bons résultats [11, 22, 2].



2 Notations

Nous définissons la transformée de Fourier f d’une fonction
f € LY(R?) par :
1

o) = 5

> | f(@)e T dxy das. (1)

Soit s € R, et § € [0,2x], définissons la transformée de
Radon R par:

Rf(@,s):/f(scos0+tsin9,ssint9ftcosﬁ)dt. 2
R

Remarque : La transformée de Radon de I’image f correspond
aux données mesurées par un scanner.

De plus, on note la transformée de Fourier de la transformée
de Radon selon la variable scalaire s par RAf:

RJ(6,0) = V%? /R RF(6, )" ds @)

Pour des fonctions suffisament réguliéres, nous pouvons utili-
ser la formule d’inversion de la transformée de Radon suivante
(voir [15]): i
f(@) = —RITIRf(D) (4)
ol R* est I’opérateur de rétroprojection (opérateur dual de
I’opérateur de Radon R ) et 1! est I’opérateur associé au filtre
de reconstruction appelé le filtre rampe.

3 Meéthode

L’idée générale de la méthode est d’utiliser la représenta-
tion compacte de I’information dans le domaine des ondelettes.
Pour cela, nous devons pouvoir reconstruire la transformée en
ondelettes de I’image reconstruite en traitant uniquement ses
projections. De plus, il nous faut prédire les coefficients d’on-
delettes qui sont porteurs d’une information négligeable pour
ne pas les reconstruire.

3.1 Reconstruction des coefficients d’ondelettes

Nous allons maintenant déterminer la formule d’inver-
sion permettant de reconstruire la transformée en onde-
lettes 2D séparables de I'image f [5]. Nous notons par
®(F) = ¢(x1)d(w2) la fonction d’échelle 2D et par U1 (7) =
G(x1)1h(x2), U(T) = Y(a1)d(a2), V3(T) = (x1)ih(z2)
les trois ondelettes méres associées.

Nous appliquons la formule d’inversion de la transformée de
Radon (4) pour un coefficient d’ondelettes de I’image f :

(f. 2,7 = b;) (k) 5)

1 B v -
= ERﬂI LRf * RO, (k) (6)
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avec &(') = ®(—7). Le passage de (5) a (6) se fait grace au
théoréeme de convolution R(f * g) = Rf = Rg [15].
Définissons maintenant un ensemble de bases de décompo-

sition des projections (79)gc(o,2x[» (Ph)oco,2x], i=1,2,3 tel que

pour tout 6 appartenant a [0, 27, nous avons:
79(0) = |o|p(o cosB)p(o sinh) = |o|Ry® (o),
5y(0) = lolo(o cosBi(o sin) = |o|Re ¥1(0),
P(0) = ol (o cos 0) (o sin 0) = [o| Ry ¥2(o),
73(0) = o]0 (0 cos 0 (o sin ) = |o| Ry T3 (o),

En utilisant (7) dans (6) nous obtenons une formule du
type rétroprojection filtrée permettant de reconstruire les co-
efficients en ondelettes de I'image:

1 27 oL
<f7‘1)j_’;;> = E/o (Rof *To,5) (k- 0)d6 8)
1 —

U = [ R i) B @)

Avec i = {1,2,3}, E = (kl,kg)T, (/{Jl,k’g) S ZQ, TQJ,l(S) =
279/27,(2795 — 1) et j représente le facteur d’échelle.

Notons que dans les équations (8) et (9), le noyau du filtre
composé du filtre rampe et de la transformée de Radon de
I’ondelette, dépend de la direction de projection 6. De plus, si
|U(7)] < Cy(1+]7|~1) alors 74 est une ondelette quelque soit
6 [5].

3.2 La prédiction des coefficients d’ondelettes
négligeables

Zerotree

FiG. 1: “Zerotree™ présent dans les coefficients d’ondelettes de
I’image reconstruite

Contrairement au cas de la compression de données nous de-
vons éliminer des coefficients d’ondelettes avant de connaitre
leurs valeurs. Nous allons donc prédire les zones ou la trans-
formée en ondelettes est négligeable a I’aide de la propriété
des “zerotrees” introduite par J. Shapiro [19] (voir figure 1).
Nous faisons donc I’hypothése que si un coefficient d’onde-
lettes basse résolution est négligeable alors tous les coefficients
d’ondelettes de méme orientation et de méme localisation ap-
partenant aux échelles plus fines sont aussi négligeables.

Notre algorithme procéde donc de maniere hiérarchique.
Nous reconstruisons d’abord les coefficients d’ondelettes basse
résolution (par exemple les quatres cadrans en haut a gauche de
la figure 1) puis nous déterminons les coefficients négligeables
aux échelles inférieures grace au “Zerotree”. Nous détermi-
nons les racines des arbres de zéro simplement par seuillage
des coefficients d’ondelettes. Enfin nous ne reconstruisons que



les coefficients d’ondelettes supposés non négligeables. Nous
obtenons donc un algorithme de compression des calculs to-
mographiques.

Notons que pour limiter les erreurs de prédiction nous avons
utilisé une ondelette bien localisée dans le domaine direct 9/7

[1].

4 Résultats

Speed up factor

0 1 2 3 4 5 6
Quality: relativ error in L1 norm

FIG. 2: Graphique représentant le temps de reconstruction en
fonction de la qualité d’image obtenue

Par un souci de clarté nous avons présenté notre algorithme
dans le cas 2D, mais nous avons généralisé cette approche au
3D. Nous avons donc reconstruit un volume 3D 32 x 512 x 512
sur un processeur Athlon1800+. Les données que nous avons
utilisées ont été simulées en reprojetant en géomeétrie conique
un volume scanner reconstruit.

Nous avons reconstruit les données avec un algorithme clas-
sique de type FBP pour avoir une référence en terme de temps
de calculs et de qualité d’image. Puis avec les mémes données
nous avons testé notre algorithme en faisant varier le nombre
de coefficients d’ondelettes éliminés. A I’aide de ces recons-
tructions nous avons tracé I’accélération obtenue par notre al-
gorithme en fonction de la qualité de I’image reconstruite (voir
le graphique de la figure 2). Nous observons sur cette courbe
que le facteur d’accélération est proportionnel a la dégradation
de la qualité de I’image dans la partie centrale du graphique.
Le décalage au début de la courbe s’explique par I’emploi
d’autres méthodes d’accélération basées sur I’échantillonnage
de la transformée de Radon qui sont détaillées dans [18, 17].
Enfin la non linéarité de la fin de la courbe est due a la pré-
sence de temps incompressibles dans la reconstruction comme
le temps de filtrage et le temps de synthese. Notons que I’al-
lure de la courbe depend des données a reconstruire : dans le
cas d’images possedant une représentation en ondelettes trés
creuse nous obtenons des facteurs d’accélération plus impor-
tants pour une qualité semblable.

Afin de mieux évaluer la qualité des reconstructions, nous
avons représenté en haut de la figure 3 la reconstruction FBP
classique et sur la ligne centrale de la figure 3 trois images re-
construite par notre algorithme pour différents facteurs d’accé-
lération. Aux regards de ces images nous pouvons conclure que
notre algorithme permet de reconstruire 2.2 fois plus vite qu’un

algorithme standard sans perte d’information, 3.5 fois plus vite
en introduisant de faibles erreurs bien localisées et 5.5 fois plus
vite en dégradant I’image reconstruite mais en préservant I’in-
formation générale.

En dehors de son efficacité ce nouvel algorithme est beau-
coup plus facilement adaptable a différentes applications né-
cessitant des qualités de reconstruction différentes. Un unique
paramétre qui correspond au niveau de seuillage des coeffi-
cients d’ondelettes permet de régler la qualité des images vou-
lue.
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F1G. 3: Coupe centrale d’un volume thoracique (en haut) reconstruction FPB, (au milieu) reconstruction avec notre algorithme
qui conduit a des facteurs d’accélération de (de gauche a droite) 2.2, 3.5, 5.5, (en bas) images des différences



