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Résumé —Dans cet article est présentée une nouvelle approche au probléme de lidentification aveugle de canaux SISO de communicatiol
pour les modulations de type PSK. L'intérét majeur de cette approche issue de la géométrie algébrique réside dans I'obtention rapide d'ul
description exhaustive de I'espace des solutions permettant ainsi d’éviter les problemes de minima locaux liés aux algorithmes adaptatifs. [
plus, I'algorithme proposé requiert un faible colt de cateulinepuisque, fondamentalement, il se réduit a I'isolation des racines d’un polynéme
univarié; le pré-calcul symbolique d’'une représentation paramétrique plus efficace du systeme étanffréaéisine fois pour toutes.

Abstract — In this paper, a new algorithm for the blind identification of SISO communication channels is introduced. Based on methods
from computational algebraic geometry, the approach achieves a full description of the solution space and thus avoids the local minima issue
adaptive algorithms. Furthermore, unlike most symbolic methods, the computational cost is kept low by a split of the problem into two stages
First, a symbolic pre-computation is done offline, once for all, to get a more convenient parametric representation of the problem. The solution
of the problem are then easily obtained from this representation by solving a single univariate polynomial equation.

Introduction gnal émisx[n| suit en général une loi de modulation connue
(BPSK, MSK, QPSKZ-DQPSK, 8-PSK ouZ-D8PSK, et les

Un des problémes essentiels en communications numériqueerses QAM pour les plus courantes). Lutilisation de cette
en particulier cellulaires, est la minimisation de l'influence duinformation va ainsi nous permettre de reformuler le probléme
canal de communication. Un moyen usuel [19, ch.10] de rédans un cadre de géométrie algébrique et d’estimer efficace-
soudre ce probleme consiste, dans un premier temps a estinmgent et de fagon exhaustive0],...,h[N — 1] & partir des
le canal, et ensuite a I'égaliser a l'aide d'un égalisateur (tyseules observatiorg[n]}.
piguement a boucle fermée afin de garantir la stabilité). Cette
approche repose ainsi fortement sur la qualité de I'estimation,
appelée aussi identification, du canal de communication.  Formulation polynomiale du probléme

Dans ce papier, nous nous restreignons au cas d’'un canal
de communication scalaire (SISO), linéaire et invariant dans le En effet, pour les modulations de type PSK, les symboles
temps. Il peut alors étre décrit comme le filtrage convolutif dusont des racines de l'unité. Lutilisation de statisticjunem-
signal émisc[n] par un filtreh[n] que nous supposons, de plus, circulaires sur le signal recy[n] permet d’écrire le probléme
aréponse impulsionnelle finie. Schématiquement, le modéle dgus forme d’'un systéme d’équations polynémialesen

canal envisagé est ainsi donné par :
BPSK, QPSK, 8-PSK

Dans le cas BPSKz[n| est iid uniformément distribué

N—-1
z[n] —> hln] = yln] =30y hik]z[n — k. sur{—1,1}. On obtient alors pous = 0,..., N — 1,
N-1
La plupart des algorithmes d'identification repose sur la con- v = E(ylnlyln —pl) = > _ Almlhlm —p] (1)
naissance du signal regin] pour un signal émis[n] donné m=p

[7, 12, 22] (utilisation de séquences pilotes comme dans le Pour le cas QPSKg[n] est iid uniformément distribué
standard GSM ou d'un canal paralléle comme pour 'TUMTS). sur{1,j,—1,—j} oti52 = —1, ce qui donne

Nous nous intéressons ici au probléme plus général de I'iden-

tification aveugle ou seul Ig signal reu est connu. Actuelle- gy nly[n — p1]yln — paly[n — ps]) =
ment, la plupart des algorithmes d'identification aveugle re- N1

posent sur une approche adaptative avec les limitations bien Z

connues liées a la présence de minima locaux et a la lenteur de
convergence. Diverses améliorations de ces algorithmes sont
cependant possibles soit en utilisant les diversités spatiale, tem-  Ce cas se raméne au cas BPSK en prepant 0, p3 =
porelle ou de bande-passante [26, 1, 4], soit par une approche  p, et en posany[n] := h?[n]. De la méme fagon, les
par blocs mettant a profit les propriétés du sigrial [27, 25], modulations 8-PSK et en général de t23é-PSK se ré-
comme par exemple en communications numériques, ol le si-  duisent au cas BPSK.

hlm]h[m — p1]h[m — pa]h|m — p3).

m=max(p1,p2,p3)



MSK, %-DQPSK, %-DBPSK puisque obtenues par estimation statistique de moments. L'ap-
Dans le cas MSK [8], on a[n] = j™b[n]z[0], avecb[n]  plication directe de méthodes formelles pour la résolution des
BPSK et donc poup =0,...,N — 1, systémes polynomiaux peut alors se révéler délicate (en parti-

No1 culier, la réduction & zéro dans le calcul de bases de Grébner).
o = E(y[nly[n — pl|[0]) = Z (—=1)" ™ h[m]h[m — p]. De nouvelles approches [2411,'6] permettant de mieux prendre
=y en compte les aspects numériques dans les calculs algébriques,
(2)  sonten train d’apparaitre. C’est ainsi que nous avons été ame-
De méme que précédemment, les modulatipi3QPSK nés a développer une nouvelle méthode adhoc [8] ou I'on ef-
et%’f-D8PSK se rameénent aisément au cas MSK. fectue un pré-calcul trés colteux, mais réatiééline, d’'une
forme normale paramétrique associée au systéme [24]. Le but

Ainsi, pour une modulation MSK avely = 3, on obtient le  de cette premiéere etape est la réécriture de notre probléme sous

systéme d’équations polynémiales paramétriques,em: , - une forme paramétrique économique (stockage minimal), aisé-

suivant : ment exploitable (les solutions sont aisément obtenues) et ro-

) ) ) buste (une faible perturbation ne modifie pas trop les solutions).

70 = R[0]® + A1 = A[2]* =0 Dans une seconde étape, les solutions du systéme s’obtiennent

71 — h[0]R[1] + A[1]h[2] = 0 (3)  alors aisémenon-line aprés évaluation des paramétres; ici, &

~vo — h[0]h[2] = 0. partir d'une représentation univariée rationnelle (RUR) [5] du

N L , . . _systeme (3), on aI'ensemble des solutions par un simple calcul
D’apres le théoréme de Bézout [23], ce systeme a soit une iNos racines d'un polyndme univarié

finité de solutions, soit au plus huit solutions (en comptant les En effet, par le changement générique de variab|el :=

mlIJI|tID|IC'teS)-t - décri thode eff zy, h[1] := x1 + 9, h[2] := x1 + x5 + x5, ON peut réécrire le
nous reste maintenant a décrire une me o, le efficace gystéme (3) sous une nouvelle forme :
robuste de résolution pour ce type de systéme d’équations po-

lynémiales. A titre d'illustration, nous allons détailler dans le Yo — 2% — 22173 — 2w073 — x?,ﬂ

reste de I’articlt? I’gpproche prgp,o.sée pour Ie,systéme (3).\Cette (P){ y1 — w129 — 23 — 2173 — 203, 4)
approche se généralise (et a été |mpIementee avec succe_s) pour o — 22 — T1@2 — 2173.

N = 2,...,7 dans le cadre des deux familles de modulations

décrites ci-dessus (BPSK, QPSK, 8-PSK et MGKDQPSK,  Les mondmes?, 23 etx3 peuvent désormais étre décomposés
%’T-DSPSK). dans la base monomiae= {w1,...,ws} donnée par

B :={1,21,x2, 23, 2122, T1T3, T2L3, T1L2L3 }.

Représentation rationnelle univariée On montre aisément qu8 est une base linéaire de I'algébre
quotient (de dimensiod) A := Qz1,...,zn]/(P) ou (P)

Récemment, diverses methodes issues de la géométrie algét I'idéal engendré par le systerfie). Ré-écrites dans cette

brique ont été appliquées avec succes a la résolution effectivase, les équations du systef#e) nous donnent unérme

de systemes d’équations polyndmiales lies a des problémes dermale[24, 8] de Q[z1,. ..,z x| dans I'algébre quotientt

traitement du signal [17, 3, 10, 9, 11, 13]. Ces approches akui a tout polyndéme: associe le vectelu] € C? de décom-

gébriques présentent l'avantage d’une description exhaustiymsition dans la basg de la classe de dans I'algébre quotient

de I'espace des solutions et évite ainsi tout probléme de mj4. On est ainsi dans un cadre o la résolution du syst@me

nima locaux. De plus, depuis peu, diverses méthodes issues g réduit en fait & un probléme d’algébre linéaire. En effet, en

la géométrie algébrique ont rendu possible et tres compétitiietroduisant pour tout polyndéme, I'opérateur de multiplica-

la résolution effective de systemes d’équations polynomialeson M, [v] := [uv] sur.A représenté par sa matridd,, dans

[5, 2, 15, 18, 23]. Les approches les plus populaires que sofd baseB (la k-ieme colonne de cette matrice est obtenue en

le calcul par bases de Grébner, les méthodes de continuatiexprimant|uw;] dans la base monomialg), le théoréme de

homotopique et la résolution par résultants, présentent cepeBtickelberger nous donne alors [14, 23]

dant dans leur implémentation classique, diverses limitations ()
au niveau du codt de calcul et de la gestion de paramétres Xu(t) = det(t1 — M,) = H (t —u(a))
non rationnels dans les équations [6, 9]. Cela les rend relati- acZe((P))

vement inadaptées a des cadres tels que ceux du traitementcgﬂjz@«]g» est l'ensemble des solutions complexesdu sys-

signal ou des communications numériques ot Fon ne disposgme (P) et u(a) leurs multiplicités respectives. C'est a dire
a priori que d’'une faible puissance de calcul (typiquement "aue pour unu bien choisi, i.e. un polynéme séparant les solu-

DSP d'un téléphone portable) avec de fortes contrai,ntes eMons, on a ainsi construit une bijection des solutions du sys-
porelles (environnement évoluant rapidement, tel qu'un canghme de polynémes multivariés?) sur les racines du poly-

de communications mobiles). En témoigne le fait que, jusqu'agme univariéy, (¢). En introduisant désormais les polynomes
présent, I'utilisation de méthodes algébriques en traitement du

signal a été essentiellement cantonnée & des problémes de dev,t) := Z pla)v(a) H (t —u(B)),
sign de filtres, pour la plupart liés a la construction d’ondelettes aczZe((P)) Bezo((P)\{a}

[17, 3, 10, 9, 11, 13]; les contraintes calculatoires et tempo-

relles dans ces problémes étant minimes. Egalement, dansf84r™ < Zo
majorité des problemes de traitement du signal et de communi- gu(v,u()) = p(a)v(c) H (u(a) —u(B)),
cations numeériques, les données sont essentiellement bruitées BeZa(D\{a}

(I) ett = u(x), on obtient



8 0 0 0 —2y0—dy2+dn —dy, 48y, dyo— ]6y 0
0 412+2v0 —2f0—412+411 —41+8n2 0 0 — 123+ 21270+ 120271+ 27179047}
0 —2y0—4n2+4n —8y1—2y0+12y2 4y0—1672 0 0 0 2¥0—207211+87]
0 —41+812 4y0—16y2 —2¥0+1272+811 0 0 0 =323+ 12270+ 81271 = 2v170—47]
—2y0—4r2+411 0 0 0 83 —41270— 167271 —41170+8V3+213 — 123421270+ 1201+ 201v0—41]  2873— 107210~ 201271 +81} 0
—4y1+812 0 0 0 —12%34+2yv0+ 1 221 + 2y 170~ 16 —4pay0—8yay1+4y] =323+ 12na10+81ov1 211041 0
4ro-1672 0 0 0 BE-10070-20m+8 =32+ 12nv0+8nvi-2vivo—4Y;  T213-40nvo+167 41 0
0 — 123420270+ 120271+ 27190~} 2813 —107210—207,1148y] —3203+12v,70+812v1 21170~ 0 0 0 78] = 56731+ 121172v0-+40727] — 387310 +68v3

FiG. 1 — Matrice de trace paramétriqiie M pour le cas MSK avedy = 3.

et le résultat central d’une représentation univariée rationnell€&€t commeTr (u*+1)

gu(v,u(a)) — ’U((X)
gu(1,u(ax))
En prenant successivement= zi,...,zy, On a donc un

moyen rapide d’exprimer les coordonnés des solutionsje
en fonction des racines dg, (¢) puisque

_ [gumu(a)) Gu(2, u(c))
gu(Lu(@) " gu(Lu(a))
D’ou le théoréme suivant :

gu(rN, u(a)) :|
gu(L,u(a)) |-

Théoréme. Si « est une solution du systeri), alors u(a)
est une racine du polynéme univang (t) avec la méme mul-
tiplicité et réciproquement, g est une racine dg,,(¢), alors

{gu(xl,c) gu(z2,Q) gu(xN7<):|
9u(1,¢) " gu(1,0) " gu(1,0)

est une solution du systérig) de méme multiplicité.

= Tr(u*)M,, on obtient les récurrences
trace(IM x+1) Tr(u*)[u] et trace(Mx,) = Tr(u*)[v].
Ainsi, tous les calculs reposent sur I'obtention derlatrice
de traceTrM définie par :

[T’RM]}, ; := trace(My,.o;) (5)

Enfin, commedeg(x,,) = rank(TRM) = #Z¢(I) =: r si et
seulement si, est séparant et puisque I'ensemble

+kN‘1xN0SkS(N—1)<;)}

contient au moins un polynéme séparant [20, 5], on a égale-
ment un moyen rapide de trouver urséparant et par-la méme
occasion de valider 'ensemble des solutions trouvées.

{$1+k$2—|—...

Algebre linéaire dans l'algebre quotient

Dans cette approche, I'essentiel du codt de calcul d'une RUR
{xu(t), 9u(1,0), gu(@1, 1), .., gu(2 N, t)} du SystemeP) ré-

Il nous reste enfin & montrer que I'on peut calculer facile-side donc dans le pre-calcul de la matrice de trace parame-

0 bktd—k’

=

ment x.,(t) et g,(v,t). Introduisonsy,,(t)
(bo = 1) etx,,(t) sa dérivée, on a alors

Xult) _ 3 me) 3 1 )
t—u(a) t1q

Xu (t) acZo(

=3 Y Syt

acZg(I) k>0

— =

Ainsi, X, (1) = xu(t) Y45 trace(M,: )t~ #+1), et comme

X, (t) = SWZl(d — k)bt?=1=*, on obtient donc pouk =
0,...,d,
k
(d— k)b, = Ztrace(Muz)bk_l.
=0

Ce systéme triangulaire d'équations linéaires permet de calcu-

ler aisémenty,, (¢) & partir des valeursrace(M,,x) pourk =

0,...,d[20,5, 8]. Enintroduisant maintenant le polyndme mi-

nimal deM,,,
% Xu(t)
wt)= ] (t-ule) = 7
acZg (D) ged(xu(t), X4,(t))
et sa représentation de HOrnEy, (x..)(t) = Zl a;t*=t ol

> h—o akt" ", on obtient de la méme fagon

Z trace

Les polynémeg,, (v, t) se déduisent donc aisémentygt) et
des valeurgrace(M,x,) pourk = 0,...,r. Enfin, ces traces

Xu(v,t) =

Hy1 i (Xu) (8)-

de matrices de multiplication sont facilement obtenues en re-

marquant querace(M )

Tr(f) :=

= Tr(f)[g] ol

[trace(Mfwl), B traCG(Mfwd)] .

trique :

trace(Muwyw,) - trace(Mwjw,)

TRM (0,71, 72) := (6)

trace(l\./[wdwl) trace(l\I/dewd)

Ce pré-calcul est réalisé une fois pour toutes (&g, 1, 72),

de facon symbolique (dans notre cas grace au logiciel MuPAD
[16]). Une RUR du systéme est alors aisément obtenue en éva-
luant la matrice de trace, donnée en Fig. 1, pour le jeu de para-
meétres estimés par les statistiques non-circulaires. Par exemple,
pour le systeméP) avecy, = 3,v; = 0 ety, = 1, on obtient

8 0 0 0-10 8 —4 O
0 10 —108 O 0 0 —6
0O —-10 6 8 0 0 O -2
0 8 —46 0 0 O 4
TRM('?’»O? 1) — | -10 0 0 014 -6 -2 0
8 0 0 0 -6 4 4 0
-4 0 0 0 -2 4 —12 0
0O -6 —24 0 0 0 -10

On vérifie alors que le polyndbme := x; + 2xo + 4x3 est
séparant, ce qui nous donne la RUR suivante p&yr.

Xut) = (t =5 = 5VB)(t -3+ 5VE)(t+ 35— 5V5)
(t+3 +3f)(t— 3—25)(t —3+2§)
(t+3—25)(t + 3 +29)
et gu(1,t) = 90t° — 2176t* 4 36990t — 33800,
gu(z1,t) = 22t7 — T76t° + 8450t> — 20800¢,
(

Gu(T2,t) = —14t7 + 600t° — 11890t + 23400t,
gu(x3,t) = 24t7 — 650t° + 13080¢> — 14950t.
On a ainsi huit solutions pour le systeme (3)&[0], 2[1], h[2]] :
{[~3 +5V5,0,3 + 5V5],[-3 — §V5,0,5 — §V5],
[%+%\/5707_%+%\/5]7[%_%f707_ %\[}
[717 7]‘7 71]5 [715‘7'7 71]7 [17 7j7 1]5 [1aj7 1]}
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