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Résuḿe –Nous nous int́eressons dans ce travailà l’estimation des param̀etres d’un processus autorégressif localement stationnaire. Dans cette
approche, le param̀etre d’int́er̂et est une fonction de [0,1] dansRd × R+ décrivant l’́evolution de la densité spectrale au cours du temps par
l’intermédiaire ded coefficients de pŕediction lińeaire et de la variance de l’innovation. Le problème d’identification du mod̀ele se ram̀ene alors
à un probl̀eme d’estimation fonctionnelle non-paramétrique. Nous nous intéressons̀a la mise en oeuvre d’estimateurs récursifs. Nous avons
étudíe plus particulìerement l’estimateur LMS (Least Mean Square) qui repose sur l’écriture d’un gradient stochastique. Nous avonsétudíe le
comportement asymptotique précis de l’estimateur, montrant que pour des classes de régularit́e trop forte, il n’atteint pas la vitesse minimax.
Dans ce cas, nous appliquons une méthode de correction du biais pour construire un nouvel estimateur récursif de vitesse minimax dans un
ensemble plus large de classes de régularit́e.

Abstract – We consider the problem of estimating the parameters of a locally statationary autoregressive process. This approach models the
time evolution of the spectral content of a time series by a[0, 1] → Rd × R+ mapping ofd linear prediction coefficients and the innovation
variance. The identification problem for this model fits the classical non-parametric curve estimation theory. In this contribution we focus on
recursive estimators and more particularly on the LMS (Least Mean Square) algorithm. This estimator is based on stochastic gradient approach.
A precise study of its asymptotic behaviour is provided. It turns out that this estimator achieves the minimax rate only in alimited range of
smoothness classes. We propose a bias reduction method which allows to achieve this rate in a wider range of smoothness classes.

1 Contexte

Nous nous int́eressons dans ce travailà l’estimation des pa-
ramètres de processus autorégressifs localement stationnaires
(voir [5], [3], [4] et [2]). Ces mod̀eles sont d́efinis par l’́equation
de ŕecurrence, pour1 ≤ k ≤ n:

Xk,n =
d∑

i=1

θi((k − 1)/n)Xk−i,n + σ(k/n)εk,n, (1)

= θT
k−1,nXk−1,n + σk,nεk,n (2)

où, pour tout1 ≤ k ≤ n, Xk,n := [Xk,n · · · Xk−d+1]T ,
θ(·) := [θ1(·) · · · θd(·)]T et σ(·) sont des fonctions d́efinies
sur [0, 1] et (ε1,n, . . . , εn,n) sont ind́ependants, centrées et de
variance unit́e et ind́ependants de{X0,n, n ≥ 1}. On a de plus
not́eθk,n := θ(k/n) etσk,n := σ(k/n).

La plupart des approches dévelopṕeesà ce jour pour estimer
les fonctionst → θi(t) et t → σ(t) sont baśees sur des ap-
proches hors ligne. Nouśetudions ici des ḿethodes d’estima-
tion récursives,́etendant ainsi les travaux de [2]. L’algorithme
standard d’estimation récursive est donńe par :

ε̂k+1,n = Xk+1,n − θ̂
T

k,n(µ)Xk,n,

θ̂k+1,n(µ) = θ̂k,n(µ) + µ ε̂k+1,n Yµ,k,n, (3)

σ̂2
k+1,n = σ̂2

k,n + µ (ε̂2k+1,n − σ̂2
k,n).

où µ est le pas d’adaptation etYµ,k,n est un vecteur d́ependant
de µ et des observationsXl,n, l ≤ n. L’estimée θ̂0,n(µ) est

déterministe ind́ependante den (typiquement̂θ0,n(µ) = 0). La
méthode la pluśelémentaire est l’algorithme LMS, pour lequel
Yµ,k,n = Xk,n. Une variante algorithmique utile est le NLMS,
pour lequel nous prendronsYµ,k,n = (1 + µ |Xk,n|2)−1Xk,n,
où | · | est la norme euclidienne.

2 Principaux r ésultats

Le comportement de l’algorithme LMS pour les modèles
TVAR a récemment́et́e étudíe par [2] sous des hypothèses
très restrictives (mod̀ele autoŕegressif d’ordre 1 et innovation
borńee). Nous proposons dans ce travail uneétude sous des hy-
poth̀eses beaucoup plus géńerales. A notre connaissance, bien
que les algorithmes d’estimation récursifs soient couramment
utilisés pour estimer les paramètres de mod̀eles autoŕegressifs,
il n’existe pas de preuve convaincante de convergence pour l’al-
gorithmeà pas fixe (qui ne soient pas basée sur des approxima-
tions errońees - hypoth̀eses d’ind́ependance). La stationnarité
locale permet de caractériser la capacité de poursuite des algo-
rithmes dans un cadre tout aussi pertinent que celui utilisé ǵe-
néralement des paramètres diffusifs, mal adaptés aux mod̀eles
autoŕegressifs.

Pourβ ∈ (0, 1], la β-Lipschitz semi-norme de la fonction
f : [0, 1] 7→ Rd est donńee par :

|f |Λ,β = sup
t6=s

|f(t)− f(s)|
|t− s|β

. (4)



Pour tout variable aléatoireZ à valeur dansRm, m ≥ 1, muni
de la norme euclidienne| · |, on note

‖Z‖p := (E[|Z|p])1/p.

Consid́erons les hypoth̀eses suivantes.
(A1) Il existeβ ∈ (0, 1] tel que|θ|Λ,β < ∞ et |σ|Λ,β < ∞.
(A2) Il existe ρ ∈ (0, 1) tel que le polyn̂ome caract́eristique
θ(z; t) = 1−

∑p
j=1 θj(t)zj soit non nul pour toutt ∈ [0, 1] et

tout |z| ≤ ρ−1.
(A3) {εk,n}n≥1,1≤k≤n est un tableau triangulaire de v.a.
indépendantes, centrées et de variance unité et la variance lo-
cale est uniforḿement minoŕee et majoŕee, i.e. il existe0 <
σ− < σ+ < ∞ tels queσ− ≤ σ(t) ≤ σ+ pour toutt ∈ [0, 1].
(A4) Il existe q ≥ 4 tel quesup

n≥1
‖X0,n‖q et sup

1≤k≤n
‖εk,n‖q

soient finis.
(A’4) Il existeα > 0 et u > 0 tels quesup

n≥1
E exp(α |X0,n|u)

et sup
1≤k≤n

E exp(α |εk,n|u) soient finis.

Commentons succintement ces hypothèses. L’hypoth̀ese
(A1) est une hypoth̀ese classique d’estimation fonctionelle.
Elle se comprend aisément puisqu’elle contrôle l’évolution des
param̀etres dans le temps. Plus l’indiceβ est grand et plus
cetteévolution est ŕegulìere et l’estimation est facilitée. L’hy-
poth̀ese (A2) permet d’établir la stabilit́e du mod̀ele. Pensons
au cas òu le param̀etre est constant au cours du temps. Dans
ce cas, le mod̀ele suit l’́equation de ŕecurence d’un proces-
sus AR stationaire et (A2) revient̀a la condition habituelle
d’un AR stable causal. Dans le cas d’un processus locale-
ment stationaire, cette hypothèse continue d’oṕerer mais dans
le contexte d’une chaı̂ne inhomog̀ene. Nous ne nouśetendrons
pas ici sur la notion de stabilité dans ce contexte et renvoyons
à [10] pour unéetude d́etaillée. L’hypoth̀ese (A3) est une hy-
poth̀ese classique d’innovations de type bruit blanc avec une
varianceévoluant au cours du temps. La condition de mi-
noration uniforme de cette variance par une constante posi-
tive est cruciale pour d́emontrer la persistence d’excitation des
algorithmes ŕecursifs qui est un ingrédient fondamental des
syst̀emes adaptatifs (voir [9]). L’hypothèse (A4) est une hy-
poth̀ese de majoration uniforme sur les moments des innova-
tions. C’est une hypoth̀ese essentielle et extrèmement faible
compaŕee à celle utiliśee par [2] qui suppose les innovations
borńees. C’est l’avantage apporté par la normalisation de l’al-
gorithme NLMS. Ńeanmoins, m̂eme dans le cas du LMS, l’hy-
poth̀ese de [2] peut̂etre largement aḿeliorer, puisque dans ce
cas, nous nous contenterons de (A’4), c’est-à-dire d’un contr̂ole
uniforme des moments exponentiels des innovations.

Nous suposons (A1)-(A4). Une conséquence importante de
ces hypoth̀eses est la stabilité du processus défini par (1)
(voir [10]), en particulier :

X?
q := sup

k,n
‖Xk,n‖q < ∞. (5)

Dans le cadre du LMS l’hypoth̀ese (A4) est renforćee par
l’hypothèse (A’4) mais ceci n’est pas nécessaire dans le cadre
du NLMS. On obtient alors le résultat suivant.

Théorème 1 Pour toutp ∈ [1, q/3), il existeM, δ > 0 etµ0 >
0 tels que pour toutµ ∈ (0, µ0], pour toutn ≥ 1 et pour tout

k = 1, . . . , n,

‖θ̂k,n(µ)− θk,n‖p ≤

M
(
|θ̂0,n(µ)− θ(0)| (1− δ µ)k +

√
µ + (nµ)−β

)
. (6)

Résuḿe de la preuve.Notons δk,n = θ̂k,n − θk,n l’erreur
d’estimation. D’apr̀es (3), cette erreur satisfait l’équation de
récurrence

δk+1,n = (I − µFk,n)δk,n + ξk,n, 0 ≤ k ≤ n− 1,

où ξk,n := θk,n − θk+1,n + µσk+1,nεk+1,nYk,n et Fk,n :=
Yk,nXT

k,n. Notons enfin, pour tout−1 ≤ j ≤ k ≤ n,

Ψn(k, j;µ) := (I − µFk,n)(I − µFk−1,n) · · · (I − µFj+1,n),

avec la conventionΨn(k, k;µ) := I. D’après l’équation de
récurrence v́erifiée ci-dessus, on obtient, pour tout0 ≤ k ≤ n,

δk,n = Ψn(k − 1,−1;µ)δ0,n +
k−1∑
j=0

Ψn(k − 1, j;µ)ξj,n. (7)

La majoration (6) repose alors essentiellement sur le résultat
suivant.

Lemme 2 Il existe des constantesM, δ > 0 et µ0 > 0 telles
que, pour toutµ ∈ [0, µ0] et pour tout−1 ≤ j ≤ k ≤ n,

‖Ψn(k, j;µ)‖p ≤ M(1− µ δ)k−j . (8)

La preuve de ce lemme requiert uneétude approfondie. Elle re-
pose sur l’utilisation d’id́ees propres aux algorithmes récursifs
(qui remontent̀a [6], [11], [7]) remises̀a jour par l’utilisation
de techniques simples basées sur les propriét́es de stabilit́e des
châınes de Markov inhomog̀enes. Elle comporte essentielle-
ment troisétapes. Une première étape concerne l’étude de la
stabilit́e du mod̀ele, c’est-̀a-dire du processus{Xk,n, 1 ≤ k ≤
n}. La deuxìemeétape consistèa prouver la persistence d’exci-
tation, qui permet de minoreren moyennele gradient stochas-
tique à chaque it́eration de l’algorithme (3). Enfin l’étape la
plus difficile consistèa montrer un ŕesultat de stabilit́e sur un
produit de matrices aléatoires sous des hypothèses adaptées aux
châınes inhomog̀enes. Ce ŕesultat est donńe en appendice A.
Nous renvoyons̀a [10] pour unéetude d́etaillée des propriét́es
de stabilit́e du mod̀ele, des ŕesultats sur la persistence d’excita-
tion, sur l’établissement du théor̀eme 5 et son application dans
le cadre de l’algorithme NLMS. L’adaptation au LMS est en
cours de ŕedaction. Concluons maintenant sur l’utilisation du
lemme 2 dans le cadre du théor̀eme. L’́equation (7) et ce lemme
donne directement

‖δk,n‖p ≤ M |δ0,n|(1− δ µ)k +

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
j=0

Ψn(k − 1, j;µ)ξj,n

∥∥∥∥∥∥
p

.

Le premier terme de cette borne donne le premier terme de (6).
Le second terme de cette borne est contrôlé par une transforma-
tion d’Abel. On remarque que les sommes partielles vérifient,
d’une part, d’apr̀es (A1),∣∣∣∣∣∣
k−1∑
i=j

(θi,n − θi+1,n)

∣∣∣∣∣∣ = |θ(i/n)− θ(k/n)| ≤ |θ|Λ,β

n
|k − i|β ,



d’autre part, d’apr̀es (A3), {σi+1,nYi,nεi+1,n, i ≥ 0} est
un processus d’incréments de martingale, et l’inégalit́e de
Burkhölder de [8, Theorem 2.12] donne, sous (A4),∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=j

µσi+1,nYi,nεi+1,n

∥∥∥∥∥∥
q

≤ µσ+Y?
qε?

q

√
k − j,

où ε?
q := sup

1≤k≤n
‖εk,n‖q et Y?

q := sup
µ,k,n

‖Yk,n‖q. Enfin, on a,

par ińegalit́e d’Hölder, pour touts ≥ 1,

‖Ψn(k − 1, j;µ)−Ψn(k − 1, j − 1;µ)‖sq/(2s+q) ≤
µF?

q/2‖Ψn(k − 1, j − 1;µ)‖s,

où F?
q/2 := supµ,k,n ‖Fk,n‖q/2. L’ éq. (5) impliqueY?

q < ∞
etF?

q/2 < ∞. Après transformation d’Abel, les trois dernières
équations ainsi que (8) donnent (6) pourp ∈ [1, q/3) en choi-
sissants suffisemment grand et en utilisant le lemme 6 mis en
appendice B. 2

Ce ŕesultat prouve en particulier la stabilité en temps infini de
l’algorithme. Il est int́eressant d’analyser le rôle joúe par les
diff érents termes de la borne. Le premier terme est lié à l’oubli
des conditions initiales. Les termes

√
µ et(nµ)−β sont associés

aux fluctuations (erreur de désajustement) et au biais (erreur de
poursuite, ce dernier terme s’annulant lorsque les coefficients
de ŕegression sont constants). Il est intéressant de remarquer
que la forme de cette borne est très similaire (au terme d’ou-
bli des conditions initiales près) aux bornes sur l’erreurLp

que l’on obtient classiquement dans les problèmes d’estimation
fonctionnelle non-paraḿetrique dans des classes de régularit́e
Hölderienne. Concluons cette section par un simple corollaire
du th́eor̀eme 1 concernant l’estimation deθ en tant que fonc-
tion [0, 1] 7→ Rd. Soit

θ̂n(t;µ) := θ̂[tn],n(µ),

où [u] désigne la partie entière deu. On a alors, sous les hy-
poth̀eses du th́eor̀eme,

Corollaire 3 Soitc > 0 etη ∈ (0, 1). Il existeM > 0 tel que,
pour toutn ≥ 1,

sup
t∈[η,1]

‖θ(t)− θ̂n(t; c n−2β/(1+2β))‖p ≤ Mn−β/(1+2β).

La vitesse obtenue correspond en faità la vitesse optimale
au sens minimax (voir [10]).

3 Correction du biais

On noteΣ(t, θ, σ) la matriced× d d’auto-covariance locale
au tempst du processus{Xk,n, 1 ≤ k ≤ n} de param̀etre
(θ, σ), c’est-̀a-dire (voir [3]) la matrice

[Σ(t, θ, σ)]1≤k,l≤d :=
σ2(t)
2π

∫ π

−π

exp(iλ (k − l))
|θ(exp(iλ (k − l)); t)|2

dλ,

où θ(z; t) := 1 −
∑d

i=1 θiz
i est le polyn̂ome de pŕediction

local au tempst. La semi-norme d́efinie par (9) pourβ ∈ (0, 1]
se ǵeńeraliseà β > 1 de la façon suivante. Soientk ∈ N et
α ∈ (0, 1] tels queβ = k + α. On d́efinit alors

|f |Λ,β = sup
t6=s

|f (k)(t)− f (k)(s)|
|t− s|α

. (9)
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FIG. 1: Simulation d’un processus TVAR(2)

En utilisant les ḿethodes de d́eveloppement de perturbation
que nous avons adapté de travaux pŕećedents [1], on montre
(voir [10]) le résultat suivant.

Théorème 4 On suppose ici queq > 4 et β ∈ (1, 2]. Soit
p ∈ [1, q/4). Alors, pour toutη ∈ (0, 1), il existeM > 0 et
µ0 > 0 tel que, pour toutt ∈ [η, 1], pour toutn ≥ 1 et pour
toutµ ∈ (0, µ0],∥∥∥θ̂n(t;µ)− θ(t) + (µn)−1Σ−1(t,θ, σ) θ̇(t)

∥∥∥
p
≤

M (
√

µ + (µn)−β + (µn)−2). (10)

Ce ŕesultat montre que le théor̀eme 1 et son corollaire n’est
valide que pourβ ≤ 1 et que, sous des hypothèses de
régularit́e plus forte correspondant̀a β > 1, l’estimateur
θ̂n(t; c n−2β/(1+2β)) n’a plus une vitesse minimax. Ceci est
cauśe par la pŕesence du terme en(µn)−1 dans (10). La
méthode de Romberg permet de corriger le biais induit par ce
terme. Soitγ ∈ (0, 1) fixé et notons

θ̃n(t;µ, γ) :=
1

1− γ

(
θ̂n(t;µ)− γ θ̂n(t; γ µ)

)
.

On obtient alors facilement, sous les hypothèses du th́eor̀eme 4,

sup
t∈[η,1]

∥∥∥θ̃n(t; c n−2β/(1+2β), γ)− θ(t)
∥∥∥

p
≤ Mn−

β
1+2β .

On voit que cet estimateur permet d’étendre le corollaire 3 pour
obtenir la vitesse minimax correspondant au casβ ∈ (1, 2].

4 Simulations

L’estimateur θ̂ et sa variantẽθ ont et́e impĺement́es sur
des donńees simuĺees. Le processus AR(2) localement statio-
naire simuĺe est repŕesent́e sur la figure 1. La figure 2 montre
l’ évolution des deux coordonées deθ(t) en fonction det ∈
[0, 1] et ses deux valeurs estimées. On remarque le temps d’ou-
bli à l’erreur initiale et la ĺeg̀ere aḿelioration apport́ee par̃θ du
point de vue du biais.

Appendice

A Stabilit é d’un produit de matrices
aléatoires

Théorème 5 Soit{(Ak(µ),Fk), k ∈ N} une suite de proces-
sus adapt́es à valeurs dans l’ensemble de matices symmétri-
ques positivesd×d. Soientφk, Vk deux processusFk-adapt́es
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FIG. 2: Estimation NLMS dueθ1(t) (haut) etθ2(t) (bas) à
partir des observations simulées. En trait plein est représent́e
la vrai valeur du param̀etre, en trait int́erompu rouge la valeur
estiḿee avec̃θ, en trait bleu pointilĺe la valeur estiḿee parθ̂.

de nombres positifs avecVk ≥ 1. Soitr un entier strictement
positif, etR1 et µ1 deux constantes strictement positives. Sup-
pososons que les propositions suivantes soient vérifiées.

(a) Il existeλ < 1 etB ≥ 1 tels que, pour toutk ∈ N,

EFk [Vk+r] ≤ λ Vk I(φk > R1) + B Vk I(φk ≤ R1).

(b) Il existeα1 > 0 tel que, pour toutk ∈ N et pour tout
µ ∈ [0, µ1],

EFk

[
λmin

(
k+r∑

l=k+1

Al(µ)

)]
≥ α1 I(φk ≤ R1),

Supposons de plus que l’un des deux couples de propositions
suivantes soit v́erifiée.

(c1) (i) pour toutk ∈ N etµ ∈ [0, µ1], |µAk(µ)| ≤ 1

(ii) il existes > 1 etC1 > 0 tels que, pour toutk ∈ N,
µ ∈ [0, µ1] et l = 1, . . . , r,

I(φk ≤ R1) EFk [|Ak+l(µ)|s] ≤ C1,

(c2) (i) Il existeρ > 0, u > 0 etC2 > 0 tels que, pour tout
k ∈ N, µ ∈ [0, µ1] et l = 1, . . . , r,

I(φk ≤ R1) EFk [exp(ρ |Ak+l(µ)|u)] ≤ C2,

(ii) il existe ξ > 1, v > 0, η > 0 et C3 > 0 tels que,
pour tout entiern ≥ 1 et pour toutµ ∈ [0, µ1],

EF0

[
exp

{
ξ

n∑
l=1

log |Al(µ)| I(µ |Al(µ)| > 1)

}]
≤(

1 + C3 µ1+η
)n

V v
0 .

Alors, pour toutp ≥ 1, il existeC0 > 0, δ0 > 0 et µ0 > 0
dépendant uniquement des constantes ci-dessus tels que, pour
toutµ ∈ [0, µ0] et pour tout entiern ≥ 1,

EF0

[∣∣∣∣∣
n∏

i=1

(I − µAi)

∣∣∣∣∣
p]
≤ C0 (1− δ0µ)n V w

0 ,

où w = 1 sous(c1) etw = 1 + v/ξ sous(c2).

Commentons brièvement les hypoth̀eses de ce th́eor̀eme. L’hy-
poth̀ese (a) est líeeà la stabilit́e du processus, (b) est une pro-
priét́e de type persistence d’excitation. L’utilisation des hypo-
thjèses (a), (b) et (c1) est explicitée dans [10]. L’hypoth̀ese (c2)
est ńecessairèa l’adaptation de ces résultats dans le cadre du
LMS (voir [11]).

B Lemme technique

Lemme 6 Soit β ≥ 0 et µ ∈ (0, 1). Alors il existe des
constantesC1, C2 dépendant uniquement deβ telles que

∞∑
s=1

(1− µ)ssβ ≤ C1 µ−(1+β),

sup
t>0

tβ(1− µ)t ≤ C2 µ−β .
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