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Résunt —Nous nous iréressons dans ce travail'estimation des paragtres d’un processus aubgressif localement stationnaire. Dans cette
approche, le paradtre d’inérét est une fonction de [0,1] dafi&’ x R décrivant I'evolution de la dengitspectrale au cours du temps par
I'intermédiaire ded coefficients de pidiction liréaire et de la variance de I'innovation. Le préfole d’identification du magle se raréne alors

a un probéme d'estimation fonctionnelle non-paratrique. Nous nous igtessons la mise en oeuvre d’estimateuécursifs. Nous avons
étudé plus particukrement I'estimateur LMS (Least Mean Square) qui repose &aritire d'un gradient stochastique. Nous avénsle le
comportement asymptotiquegmis de I'estimateur, montrant que pour des classeggl@ari€ trop forte, il n'atteint pas la vitesse minimax.
Dans ce cas, nous appliquons unéthode de correction du biais pour construire un nouvel estimaéeursif de vitesse minimax dans un
ensemble plus large de classes &gularié.

Abstract — We consider the problem of estimating the parameters of a locally statationary autoregressive process. This approach models the
time evolution of the spectral content of a time series B9,4] — R? x R, mapping ofd linear prediction coefficients and the innovation
variance. The identification problem for this model fits the classical non-parametric curve estimation theory. In this contribution we focus on
recursive estimators and more particularly on the LMS (Least Mean Square) algorithm. This estimator is based on stochastic gradient approach.
A precise study of its asymptotic behaviour is provided. It turns out that this estimator achieves the minimax rate only in alimited range of
smoothness classes. We propose a bias reduction method which allows to achieve this rate in a wider range of smoothness classes.

1 Contexte deterministe indpendante de (typiquement_,, (1) = 0). La
méthode la pluglementaire est I'algorithme LMS, pour lequel

Nous nous irgressons dans ce travail'estimation des pa- Y, ,, = X, ,,. Une variante algorithmique utile est le NLMS,
rametres de processus aligressifs localement stationnaires pour lequel nous prendrofs,, ., = (1 + u|Xpn|?) Xk 0,

(voir [5], [3], [4] et [2]). Ces moeles sont dfinis par [équation ol | - | est la norme euclidienne.
de ecurrence, pour < k < n:

d
X =D 0:((k—1)/n)Xp_i +olk/m)ern, (1) 2 Principaux résultats

=64 1 W Xk—1n + Oknérn ) Le comportement Qell'alqorithme LMS pour les nédes
R ' TVAR a recemmentete étudé par [2] sous des hypatkes
ou, pour toutl < k < n, Xppn = [Xgp -+ _Xk—f}fl]_T’ treés restrictives (maele autoégressif d’'ordre 1 et innovation
0() := [01(-) -+ 0a(")]" eto(-) sont des fonctionséfinies  porrpe). Nous proposons dans ce travail ahede sous des hy-
sur[0,1] €t (e1,n, ..., €n,n) SONt incependants, cerétes et de  hotrpses beaucoup plugigrales. A notre connaissance, bien
variance uni etincpendants dgXo,,, n > 1}. Onadeplus  qye les algorithmes d’estimatioaursifs soient couramment
not 8y, := 8(k/n) etoy.,, := o(k/n). utilisés pour estimer les paratnes de modles autogressifs,

La plupart des approchegeelopfgesa ce jour pour estimer | yexiste pas de preuve convaincante de convergence pour l'al-
les fonctionst — 0;(t) ett — o(t) sont baées sur des ap- gorithmea pas fixe (qui ne soient pas bassur des approxima-
proches hors ligne. Noustudions ici des ethodes d'estima-  ions erroges - hypotbises d'inépendance). La stationndrit

tion récursivesgtendant ainsi les travaux de [2]. L'algorithme |5cgle permet de cardaiser la capaditde poursuite des algo-

standard d'estimatiorecursive est dorgpar rithmes dans un cadre tout aussi pertinent que celui &igs
A ~T ¢ : i i ¢ :
Chttn = Xer1n — 0p (1) Xkom, neral’ement.des paratres diffusifs, mal adaps aux modles
~ — T autoegressifs.
Op+1,n(1) = Ok (1) + fL€k+1,0 Y i kns 3) Pour 8 € (0,1], la g-Lipschitz semi-norme de la fonction
-~ ~ = ~ . d ; .
o,%ﬂ’n = U;%’n + (eiﬂ,n — O’]%’n). f:]0,1] — R® est donge par:

ou . est le pas d'adaptation &, ;. ,, est un vecteur&endant If(t) — f(s)]

de 1. et des observationX; ., | < n. L'estimée8y ,(x) est [flas = e Jt—s|P )



Pour tout variable &atoireZ a valeur dan®™, m > 1,muni  k=1,...,n,
de la norme euclidiennje |, on note R
Hak,n(:u') - Bk,n”p <

— p\1/p ~
1Z]lp == (E[|Z|"])~/*. M (\9o,n(u) —0(0)| (1 —6pw)* + i+ (nu)*ﬁ) . (6)

Consicerons les hypotses suivantes. . -
(A1) llexiste3 € (0,1] tel que|@|a 3 < oo et|o|a 3 < 0. Resure de la preuveNotons dy,n = Bxn — Bgn lerreur
(A2) Il existep € (0,1) tel que le polydme caradristique d,estlmatmn. D’apes (3), cette erreur satisfaitefjuation de
0(z;t) =1—>2_, 0;(t)7 soit non nul pour tout € [0,1] et~ fecurrence

= . . kttn =L = pFrn)pn +&kn, 0<k<n-—1,
(A3) {exn}n>11<k<n €St un tableau triangulaire de v.a. +1n = (L= 1 Fin)Okn + Ehn
indépendantes, ceres et de variance ugiet la variance lo-  oU &, == Ok — Ok 10 + POk+1nEkt1,0 Yin €1 Fg 1=
cale est uniforrament minoge et majoge, i.e. il existe) < Yk,nX{m. Notons enfin, pour toutl < j < k < n,
o_ <oy < ootelsquer_ < o(t) < o pourtoutt € [0, 1]. .
(A4) Il existeq > 4 tel quesup |[Xonlly €t sup Jlexnlly  Un(Fsdin) = (I = pFpn)(I = pFr10) - (I = pFji10),

1<k<n

n>1
soient finis. avec la conventionl,, (k, k; u) := I. D’apres I'equation de

(A4) Il existea > 0 etu > 0 tels quesup Eexp(a [Xo,,[*)  récurrence érifiee ci-dessus, on obtient, pour tout k < n,
n>1

et sup Eexp(a|en|*) soient finis.

k—1
1<k<n 6k7n = q}n(k -1, _1;M)6O,n + v, k — 1a]7u)§,n (7)
Commentons succintement ces hypsbs. L'hypothse ];) ( !

(Al) est une hypothse classique d’estimation fonctionelle.

Elle se comprend aésnent puisqu’elle coribte I'évolution des L@ majoration (6) repose alors essentiellement sueseiltat
parangtres dans le temps. Plus l'indige est grand et plus Sulvant.

cetteévolution est éguliere et I'estimation est faci#e. L'hy- | emme 2 Il existe des constante®,§ > 0 etz > 0 telles
pothese (A2) permet @tablir la stabilié du moele. Pensons que, pour touj € [0, 110] et pour tout—1 < j < k < n,

au cas o le parametre est constant au cours du temps. Dans '

ce cas, le mogle suit l'equation de &curence d’'un proces- 195 (k, 5 ], < M(1— T (8)
sus AR stationaire et (A2) revierit la condition habituelle ) 3 i

d'un AR stable causal. Dans le cas d'un processus locald:2 Preuve de ce lemme requiert ieterde approfondie. Elle re-
ment stationaire, cette hypatse continue d'derer mais dans POSe sur I'utilisation d'iées propres aux algorithmescursifs
le contexte d’une chiae inhomogne. Nous ne noustendrons (Qui rem(_)ntema_[G], [11]: [7]) remisesa jour par I ut|I|ls'at|on
pas ici sur la notion de stabiitdans ce contexte et renvoyons € techniques simples tiges sur les propies de stabilit des
a [10] pour uneétude @taillee. L'hypotrese (A3) est une hy- chdnes de Markov inhomames. Elle comporte essentielle-

pothese classique d’innovations de type bruit blanc avec un@ekr)l_tl_t,ro(ljsetapgls. U’ne przmledetape concernedtude de la
varianceévoluant au cours du temps. La condition de mi-St@bilie du moele, c’esta-dire du processusXy,,, 1 < k <

noration uniforme de cette variance par une constante podi: L2 degxemeeta(jpe consista prouver{;persc;.stencedﬁxm—
tive est cruciale pour&montrer la persistence d’excitation des@toM: qur: permet de mlgorﬁsr; mq);]enn gra |?ntéstoc ?s-
algorithmes ecursifs qui est un in@dient fondamental des tique a chaque #ration de I'algorithme (3). Enfin étape la

sysémes adaptatifs (voir [9]). Lhypodise (Ad) est une hy- plus difficile consistéd montrer un &sultat de stabilé sur un
pothése de majoration uniforme sur les moments des innov&f0duitde matrices aatoires sous des hypeties adapes aux

tions. C'est une hypo#ise essentielle et ekmement faible Cchanes inhomognes. Ceasultat est go'”‘_*‘,e” appendice A.
compage celle utilige par [2] qui suppose les innovations NOUS renvoyons [10] pour unetude @taillee des propéies
borrées. C'est I'avantage appérpar la normalisation de I'al- de stabilie du moele, desé&sultats sur la persistence d’excita-
gorithme NLMS. Neanmoins, rame dans le cas du LMS, Fhy- tion, sur I'établissement du @oreme 5 et son application dans

pothese de [2] peuttre largement agtiorer, puisque dans ce le cadre de I'algorithme NLMS. L'adaptation au LMS est en

cas, nous nous contenterons de (A'4), c’astire d’un contble ;:ours dze:dac:lon. g:or:jcl,uorjs maL|,r'1tenapt su7r I utlllslatlon du
uniforme des moments exponentiels des innovations. emme 2 dans le cadre dusiiene. Lequation (7) et ce lemme

Nous suposons (Al)-(A4). Une camuence importante de donne directement

ces hypotkses est la stabifit du processusé&dini par (1) k—1
(voir [10]), en particulier : [8knllp < M [80.0|(1— 6 u)* + Z U,y (k — 1, 55 1)€jum
j=0
Xy = sup || Xgnllq < oc. (5) P
k,n Le premier terme de cette borne donne le premier terme de (6).

Le second terme de cette borne est dildtpar une transforma-
tion d’Abel. On remarque que les sommes partiellesfient,
d'une part, d'apés (Al),

Dans le cadre du LMS I'hypo#se (A4) est renfole par
I'hypothése (A'4) mais ceci n’est pagoessaire dans le cadre
du NLMS. On obtient alors leasultat suivant.

k-1
Théoreme 1 Pour toutp € [1, ¢/3), il existeM,d > 0 etpg > Z(em —0i41.,)| = 10(i/n) — O(k/n)| < MV? —il?,
0 tels que pour touf: € (0, uo], pour toutn > 1 et pour tout i—j n




d’autre part, d’apks (A3), {oi+1,nYin€it1n, ¢ > 0} est
un processus d'inéments de martingale, et légalieé de
Burkholder de [8, Theorem 2.12] donne, sous (A4),

SuoyYieon/ k-7,

q
OUue; := sup |exnlq €Y} := sup [[Yinll, Enfin, ona,
1<k<n ok, '
par iregali€ d’Holder, pour tout > 1,

k—1

E 11,0 Yin€itin
i—j

[Wn(k = 1,5:01) = Wn(k = 1,5 = Lip)lsq/254+9) <
:uF;/Q qj"(k - 17.7 - 17#)“57
ou F;/Q 1= SUDy, g IFrnllq 2 L eq. (5) impliqueY; < 0
etF; , <oo.Apres transformation d’Abel, les trois deénes
équations ainsi que (8) donnent (6) peue [1,¢/3) en choi-
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FiG. 1: Simulation d'un processus TVAR(2)

En utilisant les rathodes de @veloppement de perturbation
gue nous avons add@ptle travaux @rcedents [1], on montre
(voir [10]) le résultat suivant.

Théoréme 4 On suppose ici qug > 4 et 3 € (1,2]. Soit
p € [1,q/4). Alors, pour toutp € (0,1), il existeM > 0 et

sissants suffisemment grand et en utilisant le lemme 6 mis en},; > 0 tel que, pour tout € [, 1], pour toutn > 1 et pour

appendice B. |
Ce esultat prouve en particulier la stak#lien temps infini de
I'algorithme. Il est inéressant d’analyser |®le jole par les
differents termes de la borne. Le premier terme ést lioubli
des conditions initiales. Les termgg: et (ny) ~? sont assoéis

aux fluctuations (erreur deédajustement) et au biais (erreur de
poursuite, ce dernier terme s'annulant lorsque les coefficien

de egression sont constants). |l estérgssant de remarquer
que la forme de cette borne estdrsimilaire (au terme d’ou-
bli des conditions initiales gs) aux bornes sur I'erreut?
gue I'on obtient classiqguement dans les peoiés d’estimation
fonctionnelle non-paragtrique dans des classes égulariée

tOUt/‘L € (O,MO]’
0, (t;11) = 6(t) + (1 LS

M (ii+ (un) ™% + (un)~2).

fee esultat montre que le #oeme 1 et son corollaire n'est
valide que pour3 < 1 et que, sous des hypabes de
régularie plus forte correspondart 5 > 1, I'estimateur
0, (t; cn~28/(1+28)) 'a plus une vitesse minimax. Ceci est
caug par la pesence du terme efun)~! dans (10). La

méthode de Romberg permet de corriger le biais induit par ce

)71 (16,0) 6(0)|

(10)

Holderienne. Concluons cette section par un simple corollairt€me. Soity € (0, 1) fixé et notons

du theoeme 1 concernant I'estimation deen tant que fonc-
tion [0, 1] — R%. Soit

en(ta :LL) = e[tn],n(ﬂ)a
ou [u] désigne la partie ertre deu. On a alors, sous les hy-
potheses du thoeme,
Corollaire 3 Soitc > 0 ety € (0,1). Il existeM > 0 tel que,
pour toutn > 1,

sup [|8(t) — 8, (t; cn =20/ H200 | < hp P/ (1420),
te(n,1]
La vitesse obtenue correspond en fail vitesse optimale
au sens minimax (voir [10]).

3 Correction du biais

On noteX(t, 8, o) la matriced x d d’auto-covariance locale
au tempst du processu§ Xy, 1 < k < n} de parardtre
(8,0), cesta-dire (voir [3]) la matrice

o2(t) [T exp(ir(k—1))
o /_,T 0(exp(iX (k —1));1)[? dX,

ol f(zt) == 1 — S %, 6,2 est le polydme de pediction
local au temps. La semi-norme éfinie par (9) poup € (0, 1]
se ¢eréralisea 5 > 1 de la fagon suivante. Soiekt € N et
a € (0,1] tels ques = k + «. On c&finit alors

() = 1 ® (s)]

|t —s]*

[X(t,0,0)]1<k,i<d =

|fla,p = sup ©)
t#s

1 ~ ~
On(t; 1, 7) = Fp— (Bn(t; ) = 0n(t;y u)) :

On obtient alors facilement, sous les hypgbs du thoeme 4,

sup

0, (t; cn~28/(1428) 1y g(t)H < Mn~ T,
t€(n,1] P

On voit que cet estimateur permeéténdre le corollaire 3 pour
obtenir la vitesse minimax correspondant au gas (1, 2].

4 Simulations

Lestimateurd et sa varianted ont eg implemenés sur
des donges simudes. Le processus AR(2) localement statio-
naire simuk est repeseng sur la figure 1. La figure 2 montre
I'évolution des deux coordérs def(t) en fonction det €
[0, 1] et ses deux valeurs estms. On remarque le temps d'ou-
bli a I'erreur initiale et laggere anglioration appokée pad du
point de vue du biais.

Appendice

A Stabilité d'un produit de matrices
aléatoires
Théoreme 5 Soit{(Ax(u), Fr.), k € N} une suite de proces-

sus adapis a valeurs dans I'ensemble de matices syimim
ques positived x d. Soientp,, Vi deux processus;-adapes



' B

Lemme technique

N - o Lemme 6 Soit 5 > 0 et € (0,1). Alors il existe des
2 500 1000 500 constante’;, Cy dépendant uniqguement detelles que
2 ' oo
s , S0 - )'s? < Gy ),
s=1
% 500 1000 1500 ?;IO) tﬁ(l - ,u)t <Oy N_ﬁ'
FIG. 2: Estimation NLMS du#, (t) (haut) etfs(t) (bas)a L,
partir des observations simésts. En trait plein est repsenée  R€férences

la vrai valeur du parargtre, en trait inerompu rouge la valeur
estinée aved, en trait bleu pointile la valeur estirée paré.

(1]

de nombres positifs avag, > 1. Soitr un entier strictement
positif, etR; et deux constantes strictement positives. Sup-
pososons que les propositions suivantes soienfiges.

(a) Il existeA < 1 etB > 1 tels que, pour tout € N,
E7* [Viyr] < AV I(ég > R1) + BV I(¢r, < Ry).

(2]

3]
(b) Il existeay > 0 tel que, pour tout: € N et pour tout
e [0, ], (4]

k+r

Amin ( Z Al(ﬂ))] > a1 I(¢r < Ry),
I=k+1 [5]

Supposons de plus que I'un des deux couples de propositions
suivantes soitérifiée.
6]

E7*®

(c1) (i) pourtoutk € Nety € [0, p], [ Ap(p)] < 1
(i) il existes > 1 ety > 0 tels que, pour touk € N,
€ [0, etl=1,...,r,
Lo < Ry) E7* [|Apqa(0)]°] < Ch,
(c2) (i) llexistep > 0,u > 0 etCy > 0 tels que, pour tout

keN,pel0,um]etl=1,...,r, (8]

(¢, < R1)E”* [exp(p|Apyi(w)]*)] < Co,

ii) il existe¢ > 1,v > 0,7 > 0etCs; > 0 tels que,
U] q
pour tout entiem > 1 et pour touty € [0, 1],

E7o [eXp {leoglAz(u)l I(p|Ai(p)| > 1)H <

=1
(1 + 03 ulJrn)n VOU.
Alors, pour toutp > 1, il existeCy > 0, 09 > O etpug > 0

dépendant uniqguement des constantes ci-dessus tels que, pour
tout . € [0, p10] €t pour tout entiern > 1,

n p

H(I — pA;)

i=1

ouw = 1sous(c;) etw = 1 + v/& sous(cs).

E7o < Co (1= bop)" V",

Commentons bévement les hypo#ses de ce #oeme. L'hy-
pothése (a) est &iea la stabili€ du processus, (b) est une pro-
priete de type persistence d’excitation. L'utilisation des hypo-
thjeses (a), (b) et (c1) est explied dans [10]. Lhypotbse (c2)
est recessaire I'adaptation de ce€sultats dans le cadre du
LMS (voir [11]).
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