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Résuḿe – Une ḿethode it́erative d’estimation de symboles peu complexe, dans le cas de systèmes mono ou multi-porteuses avec préfixe
cyclique est pŕesent́ee. On profite de la structure particulière du canal convolutif inconnu ainsi que l’appartenance des symboles à un alphabet
fini. La technique pŕesent́ee est une technique de minimisation au sens des moindres carrés puis de projection. Elle s’avère peu côuteuse et
efficace dans les problèmes de d́etection et d’estimation, m̂eme dans le cas de signaux bruités.

Abstract – We present a low complexity iterative method for estimation of symbols in mono or multicarrier systems where cyclic prefixes are
combined to data symbols. We take advantage of the special structure of unknown convolutive channels of such systems and of the fact that the
symbols belong to a finite alphabet. The presented technique is a minimum mean squared technique followed by a projection. Even in a noisy
environment, it gives good results for detection and estimation.

1 Introduction

Parmi les techniques de transmission, celles utilisant despréfi-
xes cycliques ont soulevé un int́er̂et consid́erable, en particu-
lier dans le contexte des réseaux locaux mobiles ou la diffusion
vidéo. En effet, utiliser des systèmes dans lesquels les symboles
de donńees sont combińes avec des préfixes cycliques (CP) plus
longs que le canal̀a ŕeponse impulsionnelle finie est un moyen
efficace d’́eviter les probl̀emes d’interf́erence entre symboles.
Le remplissage par symboles connus (ou« known symbol pad-
ding») est une structuréequivalente òu le CP est connu. C’est
cette dernìere qui sera utiliśee dans cettéetude mais pour l’uti-
lisation d’un pŕefixe inconnu, il suffit de changer la méthode
d’initialisation de l’estimation du canal.

Dans cette communication, on part d’un système de trans-
mission par blocs monoporteuse avec un canal multichemin
stationnaire qui est supposé convolutif et inconnu. Ce modèle
s’étend directementà un syst̀eme de transmission par bloc mul-
tiporteuse, de type OFDM (« orthogonal frequency decision
multiplexing»).

Dans ce contexte, ońetudie une technique itérative d’esti-
mation de symboles qui utilise la structure cyclique spécifique
de la transforḿee de Fourier rapide (FFT) du canal convolu-
tif ainsi qu’une projection sur l’alphabet fini BPSK (« Binary
Phase Shift Keying») auquel appartiennent les données.

Des d́etails sur le mod̀eleétudíe sont pŕesent́es au deuxìeme
paragraphe. Le troisième paragraphe explique la méthode pro-
pośee, partant de [2] et l’aḿeliorant. Plusieurs manières d’utili-
ser au mieux la structure de notre système et ainsi d’augmenter
la qualit́e des ŕesultats sont proposées au quatrième paragraphe.
Avant de conclure, le paragraphe 5 résume l’algorithme puis le
sixième paragraphe montre un certain nombre de simulations,
comparant notre techniqueà celle propośee par [2].

2 Modèle

Le canal de transmission convolutif est d’ordre L :h =
[h1, . . . , hL]T où T repŕesente la transposée. La śequence trans-
mise est de la formex =

[

t s1 t . . . sV t
]

où t est le pŕefixe
cyclique de tailleM et sk est lekèmebloc de donńees pour
k = 1, . . . , V : sk =

[

skB+1, . . . , sk(B+1)

]

: B × 1. Les sym-
boles sont de type BPSK. Pour traiter le cas multiporteuse, les
symboles transmis se trouvent dans le domaine fréquentiel.

On poseP = B + M . Les śequences d’observation au
récepteur sont de la forme :yi =

∑L
l=0 hlxi−l+ni oùni est un

bruit consid́eŕe blanc et Gaussien. On peut réécrire le mod̀ele de
façon matricielle en d́efinissantyn = [yM+(n−1)P+1, . . . , yM+nP ].
En omettant le premiert, on pose encore :

Y = [(y1)T . . . (yV )T ] : P × V

X =

[

(s1)T . . . (sV )T

t . . . t

]

=

[

S
tV

]

: P × V

(1)
On d́efinit la matrice du canalP × P Hc circulante T̈oplitz :
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(2)
En d́efinissant le bruitN de la m̂eme manìere queY (équation
(1)), le mod̀ele peut̂etre ŕeécrit :

Y = HcX + N (3)

Comme la matrice du canal est circulante, elle devient diago-
nale dans la base vectorielle de Fourier :Hf = FP HcIP où



(FP )kn = P−1/2e−
2iπkn

P et (IP )kn = P−1/2e
2iπkn

P . On a
alorsY = IP HfFP X + N ou encore

Yf = HfXf + Nf (4)

avecAf = FP A pourA = X,Y,N .

3 Méthode

Lorsque le bruit additif est blanc et Gaussien la méthode de
maximum de vraisemblance est optimale ; elle consiste en la
minimisation conjointe au sens des moindres carrés suivante :

min
x,h

‖y − hx‖2 (5)

Cette ḿethodeétant tr̀es côuteuse, on utilise souvent des tech-
niques sous-optimales. La méthode des moindres carrés it́erative
avec projection (ILSP ou« Iterative Least Square with Projec-
tion », cf [1] par exemple) consistèa minimiser cette fonction
alternativement par rapport au canal et par rapport aux sym-
boles.

Pour notre application, on utilisera le fait que les données ap-
partiennent̀a un alphabet fini en projetant les symboles estimés
sur l’alphabet BPSK après leur estimation.

3.1 Estimation du canal

Comme la FFT est bijective, la minimisation par rapportà
h est équivalenteà la minimisation suivante :minHf

‖Yf −
HfXf‖

2. Et commeHf est diagonal, on peut découpler ce
probl̀eme en :

min
Hf (j,j)

‖Yf (j, :) − Hf (j, j)Xf (j, :)‖2 ∀j (6)

Ici et dans ce qui suit, la norme 2 est utilisée pour les vecteurs,
la norme de Fr̈obenius pour les matrices etA(j, :) repŕesente la
j èmeligne de toute matriceA.

[2] utilisent directement (6) et obtiennent l’estimation sui-
vante du canal :̂H−1

f (j, j) = Xf (j, :)Yf (j, :)′[Yf (j, :)Yf (j, :

)′]−1 où ′ dénote le transconjugué.
On peut cependant affiner cette estimation en utilisant la

structure particulìere deHf . Si Hv est le vecteur deśeléments
diagonaux deHf , on peut montrer que

Hv = Ch (7)

où les éléments deC (de taille P × (L + 1)) sont Cnm =

e−
2iπm(n−1)

P . [4] ont également utiliśe cette propríet́e mais en-
suite une technique d’EM (expectation maximisation) bien plus
coûteuse que celle que nous allons développer ci-dessous.

On calcule la norme dans (6) :

‖Yf (j, :) − Hf (j, j)Xf (j, :)‖2

= Yf (j, :)Yf (j, :)′ − C(j, :)hXf (j, :)Yf (j, :)′

−Yf (j, :)h′C(j, :)′Xf (j, :)′

+C(j, :)hXf (j, :)Xf (j, :)′C(j, :)′h′

(8)

et sa minimisation par rapportàhm ∀m,
∂

∂h′

m
‖Yf (j, :) − Hf (j, j)Xf (j, :)‖2

= −Yf (j, :)C(j,m)′Xf (j, :)′

+C(j, :)hC(j,m)′Xf (j, :)Xf (j, :)′
(9)

En vectorisant ce résultat, on obtient :

ĥ = (C ′diag(〈Xf ,Xf 〉)C)
−1

C ′〈Yf ,Xf 〉 (10)

où 〈A,B〉 = diag(AB′) et, suivant les notations de Matlab,
si V est une matricediag(V ) est le vecteur de seśeléments
diagonaux ; inversement, siV est un vecteur,diag(V ) est une
matrice diagonale avec leséléments deV sur sa diagonale prin-
cipale.

CommeC ′diag(〈Xf ,Xf 〉)C est une matrice hermitienne Töp-
litz, on note qu’elle est aiśement inversible.

3.2 Estimation des symboles

On poseIBP = IP (1 : B, :). En utilisant la caractère dia-
gonal deHf , on obtient l’estimation des symboles suivante :

Ŝ = IBP Ĥ−1
f Yf (11)

La dernìereétape est une projection sur l’alphabet fini BPSK.

4 Améliorations

Dans cette partie, quelques idées sont proposées afin d’aḿelio-
rer cette ḿethode, utilisant au mieux les données dont nous dis-
posons et estimant la variance du bruit.

4.1 Estimation de la variance du bruit

On sugg̀ere ici de remplacer l’estimation par forçageà źero
(11) par une estimation des symboles par minimisation au sens
des moindres carrés. Pour cela, on suppose que le bruit blanc
Gaussien est de variance constanteσ2

n. On peut montrer que
l’estimée de cette variancêσ2

n = σ2
y − ‖ĥ‖2 où σ2

y =
∑V

k=1 var(yk). En effet, lors des simulations, on s’est aperçu
qu’en deux it́erations, on obtient une bonne estimation du ca-
nal. L’estimation deσ2

n est donc suffisamment précise d̀es la
deuxìeme it́eration pour pouvoir̂etre utiliśee.

La variance du bruit reste inchangée par FFT. On modifie
alors (11) de la manière suivante :

Ŝ = IBP (Ĥ ′

f Ĥf + σ̂2
nI)−1Ĥ ′

fYf (12)

Cette id́ee est non seulement très attractive mais en plus très
peu côuteuse : d’une part, on a besoin de calculerσ2

y une seule
fois et d’autre part, la matricèa inverser dans (12) reste diago-
nale.

4.2 Parties ŕeelle et imaginaire

Comme les donńees sont ŕeelles, on peut śeparer le système
d’équations (3) en ses parties réelle et imaginaire :

[

YR

YI

]

=

[

HR

HI

]

X +

[

NR

NI

]

(13)

L’avantage d’utiliser ce système d’́equations plut̂ot que (3) est
qu’on a ainsi deux fois plus de degrés de libert́e qu’au d́epart.
Si on peut aiśement montrer que (13) donne une estimation
du canaléquivalentèa (3), on verra dans les simulations que
l’utilisation de cette structure m̀eneà une aḿelioration notable
de l’estimation des symboles. Cette même id́ee est utiliśee dans
le domaine fŕequentiel.



4.3 Réduction du bruit ?

Comme on connaı̂t le CP et son estiḿee, il est tentant de
réduire le bruit en d́eduisant sa partie due au CP. On va mal-
heureusement montrer que ce n’est pas possible. De la même
manìere qu’on a estiḿe les symboles de données, on peut esti-
mer la śequence d’entraı̂nement (́eq, 12) :t̂V = IMP Ĥ−1

f Yf

oùIMP repŕesente lesM premìeres lignes deIP . Les d́efinitions
suivantes nous serontégalement ńecessaires :

FPB = FP (:, 1 : B) FPM = FP (:, B + 1 : P )
Sf = FPBS tV f = FPM tV

En supposant quêHf ≃ Hf , on a :

εt
def
= t̂V − tV
= IMP H−1

f (Yf − HfXf )

= IMP H−1
f Nf

(14)

Il semble donc naturel de remplacerYf par sa version moins
bruitée :Zf = Yf − HfFPMεt dans (11). Cependant,

Zf = Hf Ŝf + Hf t̂V f − HfFPM (t̂V − tV )
= Hf (Sf + εSf ) + Hf t̂V f − Hf (t̂V f − tV f )
= HfXf + HfεSf

(15)
où εSf

est l’erreur commise lors de l’estimation deSf . En uti-
lisantZf au lieu deYf dans (11), on peut ainsi voir qu’il n’y
aura aucune aḿelioration : siεS = IP εSf ,

ŜZ = IBP H−1
f Zf

= IBP (Xf + εSf )
= S + εS

= Ŝ

(16)

5 Résuḿe de l’algorithme

1. Calcule de la variance moyenne de l’observation.

2. Initialisation : des symboles de données aĺeatoires sont
géńeŕes.

3. Estimation des coefficients du canal avec (10).

4. Si le nombre d’it́erations est> 1, estimation de la va-
riance du bruit (cf section 4.1).
Estimation des symboles (12) et projection sur l’alphabet
BPSK.

5. Calcul de la diff́erence entre l’estimation des symbolesà
cette it́eration età l’it ération pŕećedente. Si elle est non
nulle, retour̀a 3.

6 Simulations

Les simulations ont́et́e faites avec un canal de Rayleigh.
Les différentes dimensions utilisées sont les suivantes :L =
M = 5, V = 100 et P = 64. On a fait 10000 simulations de
Monté-Carlo pour un rapport signalà bruit allant de -10̀a 20 dB
par pas de 5dB (représent́e sur l’axex). Les figures suivantes
montrent les ŕesultats moyens relatifs̀a ces simulations.

Deux sortes de canaux ontét́e utilisés : le premier est un
canal śelectif en fŕequence ; le second vient d’un modèle pro-
pośe par France T́elécom R&D [3]. Dans les figures,metH =

1 quand la technique de [2] áet́e utilisée, metH = 2 quand
notre estimation de canal áet́e utilisée ; noise signifie qu’on
a inclus σ̂n dans l’estimation des symboles ;RI quand on a
sépaŕe les parties ŕeelle et imaginaire de l’observation. Enfin
inHex (resp. inSex) repŕesente une itération de l’algorithme
en initialisant le canal (resp. les symboles)à sa (resp. leur)
vraie valeur. PourinHex, toutes les variantes demetH = 2
donnent la m̂eme courbe tandis que pourinSex, les ḿethodes
utilisant la d́ecomposition RI donnent une même courbe tandis
que les trois autres en donnent une autre. Pour chaque type

−6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Taux moyen erreur estimation symboles, canal 1

metH = 1
metH = 2
metH = 2 RI
metH = 2 noise
metH = 2 RI noise
inHex
RI, inHex

−6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Erreur moy. estimation canal, canal 1

metH = 1
metH = 2
metH = 2 RI
metH = 2 noise
metH = 2 RI noise
metH = 1 inSex
metH = 2, inSex

−6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
0

5

10

15

20

25

30

mite,canal 1

metH = 1
metH = 2
metH = 2 RI
metH = 2 noise
metH = 2 RI noise

FIG. 1 – Erreurs moy. sur l’estimation des symboles, du canal
et nombre moyen d’it́erations, canal 1. Zoom de -5à 10dB

de canal, sur la première figure, l’axey repŕesente la moyenne
du taux d’erreur ; la deuxième figure donne l’erreur moyenne

de l’estimation du canal normalisée :moy
(

‖ĥ − h‖/‖h‖
)

;

la dernìere donne une id́ee sur le nombre d’itérations moyen
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FIG. 2 – Erreurs moy. sur l’estimation des symboles, du canal
et nombre moyen d’it́erations, canal 2. Zoom de -5à 10dB

nécessairèa la convergence des méthodes. Pour les trois as-
pects, notre ḿethode produit de biens meilleurs résultats que
celle de [2] ; dans le cas du taux d’erreur, cette conclusion
est surtout vraièa partir d’une variance de bruit de 5dB. On
noteégalement une aḿelioration importante quand les parties
réelles et imaginaires deY sont śepaŕees ainsi que lorsque on
ajoute l’estimation du bruit (au niveau de l’estimation du canal
et celle des symboles). Enfin, des courbes appeléesinHex et
inSexpermettent de montrer la faiblesse inhérentèa la ḿethode
[2] par rapportà la n̂otre (courbes sur̂h) ainsi l’avantage de
l’utilisation de la d́ecomposition RI (courbes sur̂S)

7 Conclusion

Ce communiqúe pŕesente une procédure de minimisation au
sens des moindres carrés sous-optimale et peu coûteuse pour
le probl̀eme de d́etection et estimation de systèmes mono ou
multiporteuse avec canaux convolutifs inconnus et CP. Un al-
gorithme ILSP áet́e utilisé, exploitant la structure particulière
du canal : la FFT d’une matrice circulante est en effet diago-
nale, ce qui permet de découpler ce problème de minimisation.

On a montŕe que notre algorithme converge en très peu d’it́e-
rations m̂eme pour une variance du bruit de 10dB et qu’il pré-
sente d’excellents résultats tant sur l’estimation des coefficients
du canal que sur la détection du bruit. Deux aḿeliorations int́e-
ressantes ont́egalement́et́e propośees, l’une d’entre elles four-
nissant un moyen efficace d’estimer la variance du bruit, amé-
liorant par l̀a même l’estimation des données au prix d’un faible
ajout de complexit́e.
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