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Résunt — Nous pésentons une éthode de segmentation de dées qui utilise le€tapes de construction d’un graphe de &spntation

minimal par I'algorithme de Prim. Les relations entre I'entropie de la distribution des sommets du graphe et la longueur de ce dernier permettent
de proposer un ciétre entropique deéermination du seuilétessairé la cétection des familles d'objets. Nousgsentons une applicatiénla
détermination de famille d’aétdidesa partir de don@ées physiques.

Abstract — An unsupervised clustering method is presented. It makes use of intermediate steps of the Prim algorithm for the minimal spanning
tree construction. The links exhibited between the entropy of the vertices of the graph and the entropy of their distribution is reminded. A
entropic criterion for setting a new detection threshold is presented.

1 Introduction Cette netrique, @veloprge depuis le eébut des anes 1990
[1, 15] est aujourd’hui s largement acceist.
1.1 Contexte astrophysique

Une famille d’aséraides est un groupe d'objets issus de lal.2 Le Probleme de segmentation

fragmentation d’'un aétdide "pere” lors d’une collision hyper 3 o - i )
energetique avec un autre &stide. Lidentification de ces fa- La determination de familles "naturelles” au sens de la proxi-

milles et leurétude constituent un enjeu important pour la com Mité ou du partage de caradstiques communes impligue les

préhension de &volution collisionnelle des dstdides dans la  t@ches corecutives de étection d'existence d'un groupe per-

ceinture principale (typiquement entre Mars et Jupiter). L'enlinent, puis de écision (quels en sont les membres?). Ces deux

semble des objets d’'uneame famille forme une sorte de puzzletaches sontlargement compleges par la grsence d'objets "pa-

3D dont la compéhension contient des informations sur la strud@Sites” dont les caraetistiques peuvergtre tes proches de

ture interne de l'agrdide pre, la physique de la fragmentation, elles des objets qui nous @ressent. De plus, aucune infor-

la formation de nuages proto-pkaires... mation n’est ici a priori disponible sur le n_ombrq de familles
Les familles ainsi dfinies ne sont cependant pas toutes iden@ ®teCter, pas davantage que sur leur taille, owefasation

tifiables. Un choc trop violent peut p@iviser l'asérade pere  (dans l'espacga, e, 7)) attendue entre les familles. Les tech-

en une myriade d’objetas petits non observables dont les ca-1ques de seg_mentanon usuelles (analyse en composantes prin-

racéristiques dynamiques (vitessejiiction, pararitres orbi- ~ ciPales, factorielle des correspondancesifrades "K-Means”,

taux) sont trop largement dispéess. Dans le cas de familles a &l90rithme de Forgy-Jancey...) [9] ne peuvent apporterede r

priori facilement observables, I&ements orbitaux des frag- POnse satisfaisante dans ce contexte. De plus, ces approches

ments issus du choc sont pertégbau cours du temps par des Concentees sur le rassemblement (_je points autour d’un centre

perturbations du champ gravitationnel perciegence des pla- "€ permettent pas d’aborder les situations pour Iesqqelles les

nétes, essentiellement Jupiter); ces derniers amplifient les dif@milles recherckes peuvent avoir des formes compées,

ferences initiales au point de ne pas permettre de reconstruff@n for@ment convexes.

I’histoire commune de ces fragments. Ces familles ne peuvent

doncétre ceteckes que dans un espace de paraes consti-  DIVErs travaux se sont attaehia apporter des solutiors
tuant des 'pseudo-invariants’ du mouvement. Celerhents C€ probéme, s'appuyant sur des algorithmes de classification

propres”, noés(a, e, i) ! peuvenetre calcués pour chaque ob- _hiérarchique [,16], ou deé}iectio.n de sur-densitmettant en
jet obsere. Le probéme de étection des familles d'aistiides ~ 18UX plusieursechelles deésolution [2]. Ces approches sont
se Esume alors: un probtme de segmentation de zones decolteuses en t?mps de; calcul éfcessitent la &finition de
lespace 3D(a, e,); un aspect sgcifiquea ce prokme tient qombreux_paraetres derfe,glages. Nous proposons une alte_rna-
aussia la nature non euclidienne de la distance prépog Ve, exploitantles propéies des graphes de regentation mi-
partir d’arguments physiques) entre objets, et qui sous-tend imaux (MST pourMinimal Spanning Treg I'existence d'al-

mesure par rappott laquelle il faut chercher des sur-degsit  90rithmes de calculs efficaces (@i log n) etleurs propgtes
asymptotiques, qui en font des estimateurs efficaces de I'entro-

1.a est le demi grand axe de l'orbite elliptique,son excentricé, eti  Pi€ d? la diStrqutionS des _p_Oin'ES iedi par |_e_ MS_T [7, 8]. Cette
I'angle d'inclinaison par rapport au plan détliptique. dernire propréte est conditiong@e par l'utilisation d’'une me-




sure de distance asymptotiquement euclidienne (dans la limi@ Mé&thode de @tection, seuillage
des petites distances); une expression alternative de distance est
donc propoéea partir d’arguments relevant d’analyse dimen-3.1  Description

sionnelle; ces points sont I'objet de la section suivante.

2 MST et entropie de Renyi
2.1 Entropie de Renyi

Dans cette section, nous rappelons quelgéassltatstablis
dans[7, 11, 8, 12], et utiles dans la suite. L'entropie de&eRyi
d'ordrea de la loi de probabil# P compkte est éfinie par :

1 =
s (o)
La propréete de convexé de H, n’est obtenue que pour <
a < 1. Seul ce dernier cas sera cor@sidans la suite. Cette

définition se @réralise sans difficldt au cas de fonctions de
densié de probabilié continues\:

1 (03
1_Oélog2 </)\ du)

2.2 MST, estimation deH,,

SoitX = {Xy,...,X,} une €alisation de: vecteurs &a-
toires incependants et identiquement distiélsual X; € Ay C
IRY suit une distribution né@e P, de densi de Lebesgug. Un
arbre de ref@sentation est un graplfe non dirige, cefini par
un ensemble de sommetset un ensemble de lier{s(;, X;)
de mesurel; ;,
totale d’ordrey du graphe esté&finie par

L’n,"/ = Z |di,j
d; j€T
Le graphe acyclique minimal de ré&gmentation (MST) est parmi
tous les graphes totalement coniéscte graph& * dont la lon-
gueurL,, ., est minimaleZ* peutétre calcuk de fagon exacte
a I'aide d’'algorithmes dont le € varie enn log n.
Dans [7, 8] nous avonstabli que la quantt

Ho(N) = 1 logy(n "L, ) + flovd)  (3)

ouy=(1-a)d,0<a<1(doncd <~y < d), estun estima-
teur consistant de I'entropie deéRyi de la densit de Lebesgue
de la distribution des sommets d&. 3 est une constante,
dependant d€ et~, mais non de la densit\.

Cette prop@te ne tient cependant que se{rdans [7])

lim |d; ;| ~ [[X; — Xj]|
le]—0

Ho(P) =

@)

ou u est la mesure.

~

ou ||e|| est la norme Euclidienne.
SoitIl4, = {Ao1,..., Aok} Une partition ded,. Soientr =

(pag,---»pa,) la distribution de probabili discéte assoéie
auxéwenements € Ay;, j € {1,...,k}. Nous avonstabli
dans [11]

k
1 1
Ha()\ X 71') = ﬁ 10g2 nio‘ ZLnAOj Y + 6(77(’{) (4)
j=1

La proprét de super-additiitdes MST [14] assure qQUE, (A x
m) < H(A|Ao)

L'utilisation des MST offre certains avantages. Cela permet
de commuer un probme de segmentation multidimensionnelle
en un probdme de partition de graphe; une telle approche est
connue et ses principales limitations ogjadfait I'objet d’etudes
(voir [5, 10]). Cependant, si le &b de calcul (en flops) reste
faible, la complexig de I'analyse combinatoigemettre en place
s’avere edhibitoire @s lors que le proBme est reformél pour
permettre une estimation robuste des famiidsaide desk-
MST (sous graphes minimaux éeoints parmi); le probeme
pos est alors NP-complet. Les temps de calcul mis en jeux
par les algorithmes de construction appi@ellek-MST [7]
ne permettent que difficilement d’apporter une solution sur des
donrees exprimentales sur les @stides, pouvant compter jus-
qu'a’.10° objets (dans un futur proche).

Une solution suggrée Ecemment par Olman [13] dans un
contexte bio informatique, exploite létapes inter@diaires
de calculs de MST dans l'algorithme d'@&gation écursive de
Prim2.

Soit L(p) la fonction qui exprime la longueur du segment
gui connecte un nouveau point au graphe lors dérkition
p de I'algorithme de PrimL(p) présente des "vadles” lors-
gu'une sur-dengit de points est &ecée: de fait, cet algo-
rithme va connecter pféerentiellement les points proches les
uns des autres coasutivement és lors qu’un premier point
de la "famille” sera conneétau graphe (voir figure 1). La dif-
ficulté est la étermination du seuid appliquera L(p) pour

connectant les sommets entre eux. La longueudéterminer les fronéres de la famille ainsiétecée (section

suivante). Le comportement de cet algorithme est ilustr la
figure 1, sur des dor@es de simulation calcesa partir d'un
mockle physique de collisions.

Les esultats de ceé@tecteur sont&velopges dans [12] et les
courbes oprationnelles deaception (CORes) y sontgsenges.
Cette approche ne fait aucune hypesth sur la conveXdtdes
famillesa cetecter.

3.2 Estimation du seuil

La section pecedente met eavidence la cessié de @finir
un seuil sur la courbé&(p); ce seuil permet deédecter les li-
mites des vafles qui sont la signature de I'existence de sur-
densiés dans I'espacé, e, 1), que I'on associé I'existence
de famille d’askrdides. L'objet de cette section est de proposer
une nethode de étermination du seuil, en exploitant les rela-
tions entre la longueur d’'un MST et I'entropie de la distribution
des points qui en forment les sommets. Cette relation n’existe
cependant que si la&trique utili€e est asymptotiquement eu-
clidienne, dans la limite des petites distances. [&rigue uti-
lisée dans [1, 16], homa@mea une vitessergs '), ne posséde
pas cette propgitt. Nous avons propésians [12] une distance

2. Soit 7, le graphe obtenu a@s p itérations. L' algortihme consist&
construire le MST complet par adjonction du plus proche voisirygenon
encore conneétau graphe. Le graphésultant est alord,, ;1. Le proces-
sus d’agegation est &ré jusqua ce que tous les points soient con@sgisoit
aprsn — 1 itérations. L'algorithme pel#tre initiali akatoirement en n'im-
porte quel point. Cet algorithme pe@tre implangé avec une complexten
O(nlogn) et conduit au graphe acyclique minimal unique [10]
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o @ W we Go o W wr % B 1w FIG. 2: Difference entre I'entropie de la distribution des outliers
(Hest €t I'entropie de la distribution des objets regraagp en fa-
milles (H;.:), pour 2 fichiers de dorées simues (d250-50v150-50
et d250v150).

De méme, I'entropie assoee a la distribution des ’outliers’
(objets n'appartenarét aucune famille identiéie) peuiétre es-
FIG. 1: Exemple: 2 familles (totalisant 250 et 150 objets) un envi-timée par:
ronnement de 1250 objets; Chaque objet est cérsit par (, e, 7).

Au centre :L(p) en fonction de lierationp dans la construction du

MST. Il apparat nettement deux vaes. Un seuil appliqué a L(p) Heye = 3logy (W)

(S(L(p)) = 1si L(p) < n, 0 sinon) conduit au dernier graphique. o ] ) .
Les objets connegs entre eux lors deséitations successives et telles Une cfinition raisonge de ce quest une famille d'objets
que S(L(p)) = cste = 1 sont repesentes sur la figure safeure S @PPuie sur la proximé (au sens d’une étriqued ou d®)
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droite. définie pecedement) des valeurs prises par les pataes ca-
racéristiques des objets qui constitue cette famille. Par oppo-
euclidienne un espace transfax, y, z) : sition, les "outliers” sont des objets dont les cagsistiques

sont disperses. Naturellement, I'entropie de la distribution des
caracéristiques est faible au sein d’'une famille, et significative-
ou (K1, ks, k3) sont des constantes dimensiées. La distance ment plus importante pour les "outliers”. Nous proposons alors
euclidienne reste alors homargea une vitesse. Cette trans- |e seuil de construire le seuil suivant: Sgite paranétre per-
formation pesente une singulagittna = 0; cependant, pour mettant de éfinir le seuily & applique& la fonctionL(p) (voir

les ensemble d’aétdides de la ceinture principale,> 2.33,  section 3.2), via la relation

et cette transformation fortement nondaire va peserver la

notion de voisinage (deux voisins dafis e, ¢) resteront voi- n = E.std [dﬁ) dg? € T*}

sins dangz, y, z)). L'algorithme de segmentation pagtection

des valees de la fonctiot (p) définie au paragraphe@edent Une augmentation d¢ (donc dern) conduita élargir la ou
s'appliquegalement dans I'espate, y, z). Les courbes COResles familles @&ja existantes, voira en proposer de nouvelles.
obtenues ex@rimentalement sur des daes de simulation sont D’apres leséquations pecedentes, I'entropiéd;,,; doit rester

equivalentes sinon meilleurgscelles obtenues darfs, e,i)  faible tant que des outliers, de paretres distants de ceux des
(voir [12]). familles et fortement dispegs, ne sont pas adjoints aux fa-

milles d'objets. Dans cette perspective, I'entrogie,, doit

On cefinit 'entropie assoéea I'ensemble deds familles ~augmenter et coétativement,.,; doit diminuer. La figure
détecees en consitant que pour I'ensemblé, des objets ap- 2 repesente la diérencet;,; — He,. en fonction deg. La
partenané une famille (les "outliers” sont exclus), l&finition ~ détection du coude de la courB&,.; — He,: = f(§) conduit

z:kéﬁ y = k3.2 z=kKa

des familles4;, i = 1,..., K définit une partitionr 4, au sens ~ Sur cet exempla retenirg = 2.65 pour le fichier d250-50v150-
de I'equation 4. Le MST est construit dans I'espéeey, z), 0. Ce fichier contient 2 familles d’objets assez proches (voir
avecd?; = ||X; — X;||, X; = (2;,4:,2). La longueur de figure 1); Le fichier d250v150 ne contient que la plus grosse de

graphes ou de sous graphes permet alors d'estimer I'entropies deux familles.

de Renyi d'ordrea = 4 = 321 = 2 3 une constante addi-

tive pres: 3.3 \Validation
L, = S dl) _ » _ o
J bk Il existe dans la ligerature un nombre important défahition
bh/ (X, Xi)EAT d’indice de validié d’'une segmentation. Parmi les plus sou-
" 31 ( Zjil L ) vent mention@s, les indices de Dunn, Davies Bouldin et plus
in = 0) z . L. )
t 2o (Z;; Card(A4,))?/3 recemment Chou et Sun c&ie tesés sur la partition dd ob

tenue par notre algorithme. Il est important de souligner que les
3.a = OU A correspond un asérdide au centre du soleil... outliers (constituant une sorte de "famille” en un sétendu)




& optimal . L N
méthodes pE-existantea travers letude de courbes CORe, dans
_ d2520\él50 dZSQSS\élSQEsO le cas @ une ou plusieurs familles d'objets sopnégentes
Dunn’s measure : : dans les donees. Quelques indices de valilile segmenta-
Dawes-B,ouIdm s measure 2.6 2.7 tion sont calcuds et exploiés pour @terminer le seuil optimal
CS's measure 2.7 3.4 et permettent de valider établir I'interét de la néthode, par
Entropy’s measure 2.45 2.65 construction insensibl& la non convexé des familles ea une
CORE (Bayes Minimax) 2.5 2.5 "éventuelle structure *filamentaire’ de ces familles.
FIG. 3: Values estirbes de optimal Réferences
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Ces indices ne sont pa&guivalents et sont plus ou moins
sensibles la ¢geonetrie des familles. l8tude de leur sensibiét
dépasse le cadre de cet article. Cependantékdtats obtenus
sont coleérents avec le cére entropique propésPour chacun
des cesdfinition, le seuik,,, retenu est celui qui optimise I'in-
dice de validié de la segmentation. L'ensemble desuitats est
présené dans le tableau 3. La deéné ligne indique la valeur
de¢ a l'intersection de la courbe CORe détdcteur et de la
Secor}de dlags)nale q§1ns le graghes, Pp, qL,“ cor\respo_ndr.alt “Asteroid families : search in a 12,487 asteroid sample whith two
donca. un _CrIEre Minimax c_ians un test d’hypatbe binaire different clustering techniquedtarus, vol. 116, pp.291-314,
Bayesien (interloper vs famille). 1995,

4 Reésultats, Conclusions

Des esultats obtenus sur des fichiers de simulation (cacul
a partir de modle physique de collisions) permettent de si-
tuer les performances de laéthode propd=e par rapport aux



