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Résuḿe – Nous pŕesentons une ḿethode de segmentation de données qui utilise leśetapes de construction d’un graphe de représentation
minimal par l’algorithme de Prim. Les relations entre l’entropie de la distribution des sommets du graphe et la longueur de ce dernier permettent
de proposer un critère entropique de détermination du seuil ńecessairèa la d́etection des familles d’objets. Nous présentons une applicationà la
détermination de famille d’astéröıdesà partir de donńees physiques.

Abstract – An unsupervised clustering method is presented. It makes use of intermediate steps of the Prim algorithm for the minimal spanning
tree construction. The links exhibited between the entropy of the vertices of the graph and the entropy of their distribution is reminded. A
entropic criterion for setting a new detection threshold is presented.

1 Introduction

1.1 Contexte astrophysique

Une famille d’ast́eröıdes est un groupe d’objets issus de la
fragmentation d’un astéröıde ”père” lors d’une collision hyper
énerǵetique avec un autre astéröıde. L’identification de ces fa-
milles et leuŕetude constituent un enjeu important pour la com-
préhension de l’́evolution collisionnelle des astéröıdes dans la
ceinture principale (typiquement entre Mars et Jupiter). L’en-
semble des objets d’une même famille forme une sorte de puzzle
3D dont la compŕehension contient des informations sur la struc-
ture interne de l’astéröıde p̀ere, la physique de la fragmentation,
la formation de nuages proto-planétaires...

Les familles ainsi d́efinies ne sont cependant pas toutes iden-
tifiables. Un choc trop violent peut pulvériser l’ast́eröıde p̀ere
en une myriade d’objet très petits non observables dont les ca-
ract́eristiques dynamiques (vitesse d’éjection, param̀etres orbi-
taux) sont trop largement dispersées. Dans le cas de familles a
priori facilement observables, leséléments orbitaux des frag-
ments issus du choc sont perturbés au cours du temps par des
perturbations du champ gravitationnel perçu (présence des pla-
nètes, essentiellement Jupiter); ces derniers amplifient les dif-
férences initiales au point de ne pas permettre de reconstruire
l’histoire commune de ces fragments. Ces familles ne peuvent
doncêtre d́etect́ees que dans un espace de paramètres consti-
tuant des ’pseudo-invariants’ du mouvement. Ces ”éléments
propres”, not́es(a, e, i)1 peuvent̂etre calcuĺes pour chaque ob-
jet observ́e. Le probl̀eme de d́etection des familles d’astéröıdes
se ŕesume alors̀a un probl̀eme de segmentation de zones de
l’espace 3D(a, e, i); un aspect sṕecifiqueà ce probl̀eme tient
aussià la nature non euclidienne de la distance proposée (̀a
partir d’arguments physiques) entre objets, et qui sous-tend la
mesure par rapport̀a laquelle il faut chercher des sur-densités.

1. a est le demi grand axe de l’orbite elliptique,e son excentricit́e, et i
l’angle d’inclinaison par rapport au plan de l’écliptique.

Cette ḿetrique, d́evelopṕee depuis le d́ebut des anńees 1990
[1, 15] est aujourd’hui tr̀es largement acceptée.

1.2 Le Problème de segmentation

La détermination de familles ”naturelles” au sens de la proxi-
mité ou du partage de caractéristiques communes implique les
taches conśecutives de d́etection d’existence d’un groupe per-
tinent, puis de d́ecision (quels en sont les membres?). Ces deux
tâches sont largement compliquées par la pŕesence d’objets ”pa-
rasites” dont les caractéristiques peuvent̂etre tr̀es proches de
celles des objets qui nous intéressent. De plus, aucune infor-
mation n’est ici a priori disponible sur le nombre de familles
à d́etecter, pas davantage que sur leur taille, ou la séparation
(dans l’espace(a, e, i)) attendue entre les familles. Les tech-
niques de segmentation usuelles (analyse en composantes prin-
cipales, factorielle des correspondances, méthodes ”K-Means”,
algorithme de Forgy-Jancey...) [9] ne peuvent apporter de ré-
ponse satisfaisante dans ce contexte. De plus, ces approches
concentŕees sur le rassemblement de points autour d’un centre
ne permettent pas d’aborder les situations pour lesquelles les
familles recherch́ees peuvent avoir des formes compliquées,
non forćement convexes.

Divers travaux se sont attachés à apporter des solutions̀a
ce probl̀eme, s’appuyant sur des algorithmes de classification
hiérarchique [16], ou de détection de sur-densité mettant en
jeux plusieurśechelles de ŕesolution [2]. Ces approches sont
coûteuses en temps de calcul et nécessitent la d́efinition de
nombreux param̀etres de ŕeglages. Nous proposons une alterna-
tive, exploitant les propriét́es des graphes de représentation mi-
nimaux (MST pourMinimal Spanning Tree), l’existence d’al-
gorithmes de calculs efficaces (enO(n log n) et leurs propríet́es
asymptotiques, qui en font des estimateurs efficaces de l’entro-
pie de la distributions des points reliés par le MST [7, 8]. Cette
dernìere propríet́e est conditionńee par l’utilisation d’une me-



sure de distance asymptotiquement euclidienne (dans la limite
des petites distances); une expression alternative de distance est
donc propośeeà partir d’arguments relevant d’analyse dimen-
sionnelle; ces points sont l’objet de la section suivante.

2 MST et entropie de Ŕenyi

2.1 Entropie de Ŕenyi

Dans cette section, nous rappelons quelques résultatśetablis
dans [7, 11, 8, 12], et utiliśes dans la suite. L’entropie de Rényi
d’ordreα de la loi de probabilit́eP compl̀ete est d́efinie par :

Hα(P ) =
1

1− α
log2

(
n∑

i=1

pα
i

)
(1)

La propríet́e de convexit́e deHα n’est obtenue que pour0 <
α < 1. Seul ce dernier cas sera considéŕe dans la suite. Cette
définition se ǵeńeralise sans difficulté au cas de fonctions de
densit́e de probabilit́e continuesλ:

Hα(λ) =
1

1− α
log2

(∫
λαdµ

)
(2)

où µ est la mesure.

2.2 MST, estimation deHα

SoitX = {X1, . . . , Xn} une ŕealisation den vecteurs aĺea-
toires ind́ependants et identiquement distribués òu Xi ∈ A0 ⊂
IRd suit une distribution notéeP , de densit́e de Lebesgueλ. Un
arbre de repŕesentation est un grapheT non diriǵe, d́efini par
un ensemble de sommetsX et un ensemble de liens(Xi, Xj)
de mesuredi,j , connectant les sommets entre eux. La longueur
totale d’ordreγ du graphe est d́efinie par

Ln,γ =
∑

di,j∈T

|di,j |γ

Le graphe acyclique minimal de représentation (MST) est parmi
tous les graphes totalement connectés, le grapheT ? dont la lon-
gueurLn,γ est minimale.T ? peutêtre calcuĺe de façon exacte
à l’aide d’algorithmes dont le coût varie enn log n.
Dans [7, 8] nous avonśetabli que la quantité

Ĥα(λ) =
1

1− α
log2(n

−αLα
n,γ) + β(α, d) (3)

où γ = (1− α)d, 0 < α < 1 (donc0 < γ < d), est un estima-
teur consistant de l’entropie de Rényi de la densit́e de Lebesgue
de la distribution des sommets deT ?. β est une constante,
dépendant ded etγ, mais non de la densitéλ.
Cette propríet́e ne tient cependant que si (réf. dans [7])

lim
|e|→0

|di,j | ' ||Xi −Xj ||

où ||e|| est la norme Euclidienne.
Soit ΠA0 = {A01, . . . , A0k} une partition deA0. Soientπ =
(pA0 , . . . , pAk

) la distribution de probabilit́e discr̀ete associée
aux évènementsx ∈ A0j , j ∈ {1, . . . , k}. Nous avonśetabli
dans [11]

Ĥα(λ× π) =
1

1− α
log2

 1
nα

k∑
j=1

LnA0j
,γ

+ β(γ, d) (4)

La propríet́e de super-additivité des MST [14] assure quêHα(λ×
π) ≤ Ĥ(λ|A0)

3 Méthode de d́etection, seuillage

3.1 Description

L’utilisation des MST offre certains avantages. Cela permet
de commuer un problème de segmentation multidimensionnelle
en un probl̀eme de partition de graphe; une telle approche est
connue et ses principales limitations ont déjà fait l’objet d’études
(voir [5, 10]). Cependant, si le coût de calcul (en flops) reste
faible, la complexit́e de l’analyse combinatoirèa mettre en place
s’avère ŕedhibitoire d́es lors que le problème est reformulé pour
permettre une estimation robuste des famillesà l’aide desk-
MST (sous graphes minimaux dek points parmin); le probl̀eme
pośe est alors NP-complet. Les temps de calcul mis en jeux
par les algorithmes de construction approchée dek-MST [7]
ne permettent que difficilement d’apporter une solution sur des
donńees exṕerimentales sur les astéröıdes, pouvant compter jus-
qu’à5.105 objets (dans un futur proche).

Une solution sugǵeŕee ŕecemment par Olman [13] dans un
contexte bio informatique, exploite leśetapes interḿediaires
de calculs de MST dans l’algorithme d’agrégation ŕecursive de
Prim2.

Soit L(p) la fonction qui exprime la longueur du segment
qui connecte un nouveau point au graphe lors de l’itération
p de l’algorithme de Prim.L(p) présente des ”vallées” lors-
qu’une sur-densité de points est d́etect́ee : de fait, cet algo-
rithme va connecter préférentiellement les points proches les
uns des autres consécutivement d́es lors qu’un premier point
de la ”famille” sera connecté au graphe (voir figure 1). La dif-
ficulté est la d́etermination du seuil̀a appliquerà L(p) pour
déterminer les frontìeres de la famille ainsi d́etect́ee (section
suivante). Le comportement de cet algorithme est illustré sur la
figure 1, sur des données de simulation calculéesà partir d’un
mod̀ele physique de collisions.

Les ŕesultats de ce d́etecteur sont d́evelopṕes dans [12] et les
courbes oṕerationnelles de réception (CORes) y sont présent́ees.
Cette approche ne fait aucune hypothèse sur la convexité des
famillesà d́etecter.

3.2 Estimation du seuil

La section pŕećedente met eńevidence la ńecessit́e de d́efinir
un seuil sur la courbeL(p); ce seuil permet de détecter les li-
mites des valĺees qui sont la signature de l’existence de sur-
densit́es dans l’espace(a, e, i), que l’on associèa l’existence
de famille d’ast́eröıdes. L’objet de cette section est de proposer
une ḿethode de d́etermination du seuil, en exploitant les rela-
tions entre la longueur d’un MST et l’entropie de la distribution
des points qui en forment les sommets. Cette relation n’existe
cependant que si la ḿetrique utiliśee est asymptotiquement eu-
clidienne, dans la limite des petites distances. La métrique uti-
lisée dans [1, 16], homogèneà une vitesse (ms−1), ne poss̀ede
pas cette propriét́e. Nous avons proposé dans [12] une distance

2. Soit Tp le graphe obtenu après p itérations. L’ algortihme consistèa
construire le MST complet par adjonction du plus proche voisin deTp, non
encore connecté au graphe. Le graphe résultant est alorsTp+1. Le proces-
sus d’agŕegation est it́eŕe jusqu’̀a ce que tous les points soient connectés, soit
apr̀esn− 1 itérations. L’algorithme peut̂etre initialiśe aĺeatoirement en n’im-
porte quel point. Cet algorithme peutêtre implant́e avec une complexité en
O(n log n) et conduit au graphe acyclique minimal unique [10]
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FIG. 1: Exemple : 2 familles (totalisant 250 et 150 objets) un envi-
ronnement de 1250 objets; Chaque objet est caractérisé par (a, e, i).
Au centre :L(p) en fonction de l’it́erationp dans la construction du
MST. Il apparâıt nettement deux vallées. Un seuilη appliqúe à L(p)

(S(L(p)) = 1 si L(p) < η, 0 sinon) conduit au dernier graphique.
Les objets connectés entre eux lors des iitérations successives et telles
queS(L(p)) = cste = 1 sont repŕesentes sur la figure supérieure
droite.

euclidienne un espace transformé (x, y, z) :

x = k′2.
e√
a

y = k′3.
sin i√

a
z = k′1a

où (k′1, k
′
2, k

′
3) sont des constantes dimensionnées. La distance

euclidienne reste alors homogèneà une vitesse. Cette trans-
formation pŕesente une singularité ena = 0; cependant, pour
les ensemble d’astéröıdes de la ceinture principale,a > 2.33,
et cette transformation fortement non linéaire va pŕeserver la
notion de voisinage (deux voisins dans(a, e, i) resteront voi-
sins dans(x, y, z)). L’algorithme de segmentation par détection
des valĺees de la fonctionL(p) définie au paragraphe préćedent
s’appliquéegalement dans l’espace(x, y, z). Les courbes CORes
obtenues exṕerimentalement sur des données de simulation sont
équivalentes sinon meilleuresà celles obtenues dans(a, e, i)
(voir [12]).

On d́efinit l’entropie associée à l’ensemble desK familles
détect́ees en consid́erant que pour l’ensembleA0 des objets ap-
partenant̀a une famille (les ”outliers” sont exclus), la définition
des famillesAi, i = 1, . . . ,K définit une partitionπA0 au sens
de l’équation 4. Le MST est construit dans l’espace(x, y, z),
avecdE

i,j = ||Xi − Xj ||, Xi = (xi, yi, zi). La longueur de
graphes ou de sous graphes permet alors d’estimer l’entropie
de Ŕenyi d’ordreα = d−γ

d = 3−1
3 = 2

3 à une constante addi-
tive pr̀es :

Lj =
∑

i,k/(Xi,Xk)∈A2
j

d
(E)
i,k

Hint = 3 log2

( ∑K
j=1 Lj

(
∑K

j=1 Card(Aj))2/3

)
3. a = 0UA correspond̀a un ast́eröıde au centre du soleil...
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FIG. 2: Différence entre l’entropie de la distribution des outliers
(Hext et l’entropie de la distribution des objets regroupés en fa-
milles (Hint), pour 2 fichiers de donńees simuĺees (d250-50v150-50
et d250v150).

De même, l’entropie associée à la distribution des ’outliers’
(objets n’appartenant̀a aucune famille identifíee) peut̂etre es-
timée par :

Aext ⊂ X Aext ∪A0 = X
Hext = 3 log2

(
Lext

(Card(Aext))2/3

)
Une d́efinition raisonńee de ce qu’est une famille d’objets

s’appuie sur la proximit́e (au sens d’une ḿetriqued ou d(E)

définie pŕećedement) des valeurs prises par les paramètres ca-
ract́eristiques des objets qui constitue cette famille. Par oppo-
sition, les ”outliers” sont des objets dont les caractéristiques
sont disperśees. Naturellement, l’entropie de la distribution des
caract́eristiques est faible au sein d’une famille, et significative-
ment plus importante pour les ”outliers”. Nous proposons alors
le seuil de construire le seuil suivant: Soitξ le param̀etre per-
mettant de d́efinir le seuilη à appliquer̀a la fonctionL(p) (voir
section 3.2), via la relation

η = ξ.std
[
d
(E)
i,j ), d(E)

i,j ∈ T ?
]

Une augmentation deξ (donc deη) conduit à élargir la ou
les familles d́ejà existantes, voirèa en proposer de nouvelles.
D’après leséquations pŕećedentes, l’entropieHint doit rester
faible tant que des outliers, de paramètres distants de ceux des
familles et fortement dispersés, ne sont pas adjoints aux fa-
milles d’objets. Dans cette perspective, l’entropieHint doit
augmenter et corrélativement,Hext doit diminuer. La figure
2 repŕesente la diff́erenceHint − Hext en fonction deξ. La
détection du coude de la courbeHint − Hext = f(ξ) conduit
sur cet exemplèa retenirξ = 2.65 pour le fichier d250-50v150-
50. Ce fichier contient 2 familles d’objets assez proches (voir
figure 1); Le fichier d250v150 ne contient que la plus grosse de
ces deux familles.

3.3 Validation

Il existe dans la litt́erature un nombre important de définition
d’indice de validit́e d’une segmentation. Parmi les plus sou-
vent mentionńes, les indices de Dunn, Davies Bouldin et plus
récemment Chou et Sun ontét́e test́es sur la partition deA0 ob-
tenue par notre algorithme. Il est important de souligner que les
outliers (constituant une sorte de ”famille” en un sensétendu)



ξ optimal
- d250v150 d25050v15050

Dunn’s measure 2.3 0.6
Davies-Bouldin’s measure 2.6 2.7

CS’s measure 2.7 3.4
Entropy’s measure 2.45 2.65

CORE (Bayes Minimax) 2.5 2.5

FIG. 3: Values estiḿees deξ optimal

ne sont pas pris en compte dans le calcul de ces indices. Soit
C l’ensemble des indices associé à l’ensemble des familles
définies par la partitionπA0 , etnC le nombre de ces familles.
Indice de Dunn[6]

DI(A0) = min
i∈C

{
min
j,j 6=i

{
δ(Ai, Aj)

maxk∈C{∆(Ak)}

}}
où

δ(Ai, Aj) = min{d(xi, xj) | xi ∈ Ai, xj ∈ Aj}
∆(Aj) = max{d(Xi, Xj) | Xi, Xj ∈ Aj}

d est la ḿetrique utiliśee, i.e.d(E).
Indice de Davies Bouldin
Dans [4], un ensemble de propriét́es qui doivent̂etre v́erifiées
par un indice de validit́e de segmentation est proposé. Un choix
simple conduit̀a d́efinir l’indice suivant:

DB(πA0) =
nC∑
i=1

Ri où

Ri = max
j∈C,j 6=i

{
si + sj

dij

}
avec

dij =‖ Vi − Vj ‖ and si =
1

card(Ai)

∑
X∈Ai

‖ X − Vi ‖

etVi est le barycentre deAi.
Indice de Chien et Sun[3]
Plus adapt́e aux cas òu les familles peuvent̂etre de tailles tr̀es
diff érentes, cet indice est défini par:

CS(πA0) =

∑nC

i=1{
1

CardAi

∑
Xj∈Ai

maxXk∈Ai
{dj,k)}}∑nC

i=1{minj,j 6=i{d(Vi, Vj)}}
où

Vi =
1

card(Ai)

∑
xj∈Ai

Xj

Ces indices ne sont paséquivalents et sont plus ou moins
sensibles̀a la ǵeoḿetrie des familles. L’́etude de leur sensibilité
dépasse le cadre de cet article. Cependant, les résultats obtenus
sont coh́erents avec le critère entropique proposé: Pour chacun
des ces d́efinition, le seuilξopt retenu est celui qui optimise l’in-
dice de validit́e de la segmentation. L’ensemble des résultats est
présent́e dans le tableau 3. La dernière ligne indique la valeur
de ξ à l’intersection de la courbe CORe du détecteur et de la
seconde diagonale dans le graphePFA, PD, qui correspondrait
donc à un crit̀ere Minimax dans un test d’hypothèse binaire
Bayesien (interloper vs famille).

4 Résultats, Conclusions

Des ŕesultats obtenus sur des fichiers de simulation (calculés
à partir de mod̀ele physique de collisions) permettent de si-
tuer les performances de la méthode propośee par rapport aux

méthodes pŕe-existante,̀a travers l’́etude de courbes CORe, dans
le cas òu une ou plusieurs familles d’objets sopnt présentes
dans les donńees. Quelques indices de validité de segmenta-
tion sont calcuĺes et exploit́es pour d́eterminer le seuil optimal
et permettent de valider etétablir l’intér̂et de la ḿethode, par
construction insensiblèa la non convexit́e des familles et̀a une
’ éventuelle structure ’filamentaire’ de ces familles.
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