Algorithmes du module constant en filtrageadaptatif :
mipact des progrésrécens

.BELLANGER

NAM, 292rue Saint-Martin, 75141Paris cedex 03

bell ang@cnam.fr

Résumé - Les avancées importantes obtenues récenment sur les algorithmes du module cnstant permettent de
mieux cerner leur fonctionnement et leurs performarces. Ces résultatssont rappel és et leur impact est analysé sur
deux problemes critiques pour les appli cations que sont les minima locaux et Iinitiai sation. Une approche et
proposée pour I'initidisation, en relation avec le doix du retard appliqué au signa de référence dans
I’ agorithme de minimisation de I'erreur quadratique moyenre.

Abstract -

Important results have been obtained recently concerning the constant modulus criteria for

adaptive filtering and their relationships to the minimum mean square error criterion. These results are
reviewed and their impact on the behaviour and performance of the corresponding algorithms is assessed, with
emphasis on two critical issues, namely local minima and initialization. The scheme proposed for initialization is
related to the selection of the reference signal delay in the MMSE technique.

1. Introduction

Les algorithmes du module cnstants ont éé proposésil y
a plus de vingt ans pour I'égadisation adaptative en
trangmisson numérique & en radiodiffusion & modulation
de fréquence Bien gu énormément de travaux leur aient
€té mnsacrés, ils sont a cejour pas, ou peu, utilisés dans
les matériels. En effet, les résultats obtenus ont éé soit
trés théoriques et peu uilisables, soit empiriques et
insuffisants pour donner confiance aux concepteurs de
systemes.

Un ensemble de progrés récents, qui permettent de mieux
comprendre leur fonctionnement et de prévoir avec
davantage d'asarance leurs performances, pourraient
changer cette situation.

Le présent aticle a pour objedif dapporter des
édaircisements sur deux problémes importants des
algorithmes du module mngtant. En effet, en utilisant les
relations entre les critéres de I'erreur quadratique
moyenne minimale (EQMM) et du module mnstant, on
peut déterminer la position des minima locaux les plus
significatifs et en déduire une stratégie d'initialisation de
I’ agorithme.

2. Lesréaultatsréecents
Les criteres du modue mnstant sont généralement

désignés par CM(p,g), ou p représente |'exposant du
module du signal en sortie du filtre @ q |'exposant de

I’écart dans I'expresson de la fonction co(t. Les
signaux correspondants sont les signaux complexes car
ils peuvent poseder la propriété de module mnstant,
alors que les sgnaux réds, mise apart la séquence
binaire, ne peuvent avoir cette propriété quen
moyenne.

En filtrage adaptatif, seules lesvaleursq=2etp=1
ou p= 2 sont & onsidérer en vue d applications. En
effet, la valeur g = 1 conduit & un algorithme du signe,
avec un effet de seuil généralement inacceptable. Les
fonctions co(t correspondantes s ‘ éaivent :

Jomz = E[(1_|Yn|)2] ;

2
Jomar = E[(1_|Yn| )?
en désignant par Y, le signd complexe en sortie du

filtre. Entre ces deux fonctions, par un dével oppement
dired, larelation suivante peut ére éablie:

1
‘]CMlZ = Z‘]CM 2t E[(1_|yn|)3]
1
—ZE[(l—Ian)“]
En désignant par H le vecteur des coefficients du
filtre, tl que Y, =H'X_ ol X, est le vedeur des

données d'entrée il est clair que Jgy,,, est une
fonction des coefficients comprenant des termes du



deuxieme & du quatrieme degré. Par contre
JoupContient des termes du premier et du troisiéme

degré par rapport & |yn| =4V, y; et ¢'est une fonction
non rationnell e des coefficients. Dans ces conditions, les
travaux sur les algorithmes basés sur le critére du module
constant se sont concentrés presque exclusivement sur le

critére Jey 20
Les algorithmes du module mnstant peuvent étre évalués
par comparaison avecl’algorithme basé sur le aitere dela

minimisation de I'erreur quadratique moyenne  qui
correspond ala fonction co(t :

2
Jeoum = E[|Sn - Yn| ] (€)
oll S, est lesignal de référence S E, désigne la valeur

minimale de cete fonction a I’ optimum des coefficients,
un premier résultat a @€ de montrer que les coefficients

qui minimisent | ., ,, @pportent un supdément d erreur

borné par Eg [1]. Cest adire que s I'erreur est petite, le

suppdément d'erreur est trés petit. Un deuxiéme résultat
et I'approximation de Suyama-Attux [2]. Cette

approximation exploite la symétrie de J ., ,, par rapport

aux coefficients et fournit, quand I'erreur de sortie est
faible, unerelation entrelesfonctions codt :

1
:E‘]EQMM (H) Jeoum (H) &)

Cette relation permet de montrer que les coefficients du
filtre obtenus par le critére du module mnstant sont en
moyenne gproximativement colinéares avec ceix du
critere EQMM e avec le facteur inférieur a I'unité
suivant :

‘]CM 22

H 1 7
— M2 = 1_5 EO (1_2 EO) 6)

H EQMM

Le aitére CM(2,2) conduit alors a la valeur suivante de
I’erreur de sortie:

1 9
ECMZ = E0 +ZE02 (1_EE0) )

Cette approximation reste valable tant que |'inégalité
suivante et vérifiee: B, < 2/9 =0.222 . Dans le
domaine rrespondant, le supplément d'erreur est
inférieur & EZ /4, e, donc, nettement inférieur & la

borne.
Ensuite, une relation a éé dablie entre les deux critéres
du module mnstant [3]. Elle montre que les coefficients

obtenus avec J., 50Nt également en moyenne

approximativement colinédres avec ceix du critere
EQMM, mais avec un facteur supérieur a |’unité donné
par :
Han g, E -
H EQMM 4

L’ erreur de sortie s’ exprime alors par :

1
Eov: = Eo +EE02 )

Cest adire que Jg,,,contracte les coefficients du

filtre, alors que Jgy,,les dilate. Ces résultats ont

remargquablement verifiés par les smulations et ils
confirment les observations de crtains auteurs qui
exprimaient une préférence pour les algorithmes basés
sur le critére CM(1,2) [4].

3. Lesminimadesalgorithmesdu module
constant

Avec le aitérede|’EQMM, les minima de la fonction
cot sont asociés aux retards introduits sur le signal de

référence Par exemple, le systéme correspondant a
I’ égalisation est représentéalafigure 1.
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Fg.1. Filtre adaptatif en égalisation

C(2)

Le signa requ X, sexprime en fonction du signal

source S, et des coefficients C, du canal par la

convolution :
L-1

X, = G S 9
1=0

ol L désigne lalongueur du cenal. La valeur optimale
des coefficients de I égali seur s éaqit :

Hox (K) = R:, P (K) 10)

XX s’

ol RX*X est la matrice d’ autocorréation du signd

dentrée ¢ P_. (k) le vecteur d'intercorrélation entre
laréférence d I'entrée:

Pst (k) = E[Sn—k Xn] 11)
avec k le retad de la ré&é&ence @
XE=[X 0y ey Xy ], I'égaliseur comportant N
coefficients. Le vedeur d'intercorrélation est non nul
pour 0< k <L+N-2etil existe donc L+N-1 valeurs du

vecteur des coefficients H ,, (K) .

Le aitére du module mnstant CM(2,2) conduit, par
dérivation, a I'équation suivante pour déterminer les
valeurs optimal es des coefficients:

E[L-|y,|" )y, X;]1=0 ©



Oou encore :

El(-]y,|") X, X TH oy, =0 &)

Cette @uation fait apparaitre une indétermination sur la
phese du vedeur des coefficients, qui est levée si I'on
impose, par exemple, quun éément particulier du
vecteur soit réd.

En fonction des édéments du vedeur des coefficients,
I’équation (13) est du troiseme degré € le systeme
posséde donc au maximum 3" zéros[5]. L’ origine est I'un
de cesz&oset il correspond a un maximum de la fonction
colit. Les autres z&ros apparaisent par couples puisqu' un
changement de signe des coefficients ne modifie pas le
systeme d ‘ éguations (13).

Soit 2M |e nombre de minima de la fonction colt. Deux
minima quelconques Nt nécessairement séparés par un
point-selle. Il existe donc au moins 2M(2M-1)/2 points-
sdles. En fait, I’ origine é&ant commune a tous les couples
de minima, il faut retirer M-1 & cette valeur. Le nombre
de valeurs extrémales du systéme et alors au moins égal
a 2M%2M+1+2M  soit 2M? +1, ce qui conduit a
I'inégdité suivante:

2M % +1< 3" 10)
Il vient aing pour les premiéresvaleursde M :

2:2M?% +1<9; M <2
3:2M2%2 +1<27;: M <3
4 2M? +1<81;: M <6

N
N
N

Commeillustration, soit le canal de fonction de transfert :
C(Z)=1+05jZ™" e un égdiseur a N=3

coefficients. Le aitére de I'EQMM conduit a 4 minima,
avec les erreurs résiduelles slivantes :

E,=[0,0118 0,0471 01882 0,7529) . Lestrois

premieres de ces valeurs nt inférieures a la borne
indiquée précéemment dans la comparaison entre les
criteresEQMM et CM(2,2). On peut donc considére qu'a

chacun de cestrois minimade lafonction colt J oy €st
ascié un minimum voisin de la fonction colt  J, 5, €t
guil n'y a pas dautres minima puisqgue M < 3. En
désignent par H, (i) avec 0<i<3 les vedeurs de

coefficients asociés aux 4 minima, on vérifie que, s
I'algorithme du module @nstant est initidlise par les

coefficients H,,(3), le vedeur des coefficients
converge verslavaleur qu'il ateint quand il est initialisé
par H,,(2). La méme observation est faite avec le
critere CM(1,2).

4. Initialisation de lalgorithme du module
constant

Le aitére CM(2,2) conduit alamise ajour suivante
pour le vedeur des coefficients du fil tre adaptatif :

Hyn =H +0 Q= [You ) Vo Xor  05)

ol 0 est le pas d adgptation de I’ algorithme du gradient.

Comme Y., =X, H _, cete éuation s éqit auss :

Hn+1:[I N +6(1_|yn+1|2)X;+1X:1+1] Hn (16)

e, par suite:

n+l

Ho =] [ +3@-|y[)X X TH, @7

D’ou la nécessté de I'initialisation. Comme indiqué
précélemment, on remarque gu’une rotation de phase
sur le vedeur Hest conservée dans la suite de

I'agorithme. En I'absence d'information particuliére,
le vedeur initial est chois réd.

Pour le critére de I'EQMM, l'initialisation consiste a
choisir la valeur du retard k appliqué au signal de
référence Le vedeur des coefficients correspondant
sexprime en fonction des coefficients de prédiction
linéaire du signal d’entrée ¢ des coefficients du cand.
La question se pose ensuite de choisir le vedeur
d'initialisation pour le critere du module @nstant.
Compte tenu des relations entre les critéres EQMM et
CM(2,2), il apparait judicieux de choisir un vedeur gui
sapproche du vedeur de I'EQMM, pou le retard
chois, de maniére a dteindre le minimum
correspondant apres convergence

Les vedeurs de I'EQMM s’expriment en fonction de
I'inverse de la matrice dautocorrdationqui  se
factorise comme suit en fonction des paramétres de la
prédiction linéaire avant [6]:
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Le terme A,_;désigne le vedeur des coefficients de

prédiction avant al’ordre N-1 et E__; est lapuissnce



de I'erreur de prédiction avant correspondante. Pour le
retard k=0, il vient :
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c'est adire quel’ égalisation correspond ala prédiction
linéaire avant d’ ordre N-1, avecun facteur d’ échelle. De
méme, pour k=1, on oktient :
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0 0
Hon D =10 8 GlEaay o F
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Ces expressons montrent que, s le signal requ x(n) est
faiblement corrélé, I'dément dominant dans le vedeur
des coefficients de 'EQMM  est cdui dont I'indice
correspond au retard. Dans ces conditions, la stratégie
d'initialisation consiste & retenir pou vedeur
d'initialisation le vedeur ayant tous ss ééments nuls,
sauf I'édément dont I'indice et égal au retard k, qui est

pris égad a I'unité: H, =[0,.....010,.....0]. Le

choix de I’unité estlié aufait que ceg le choix optimd s
le cana introduit Smplement un retard égal ak. Pour tenir

compte de lapuissancedu signd requ, Gf, on peut auss

prendrelavaleur 1/0 .

5. Conclusion

Le choix du vedeur initial des coefficients est une des
difficultés de la mise en cauvre des algorithmes du module
constant. La dtratégie qui a éé proposée et liée a
I'initialisation de I'EQMM. Dans le domaine de
I’ égalisation, en |"'absence d'information sur le canal, on
prend généralement un retard égal a la demi longueur de
I’ égaliseur pour I'EQMM, cequi conduit a placer le « 1 »

au milieu du vedeur initial pour le modue @nstant.
Pour un signal requ peu corrélé, c'est a dire un cand
avec peu de distorsion, le vedeur des coefficients
converge aors vers la solution de I'EQMM
correspondante. Les conditions dans lesquelles il
S éarte de cete solution restent & éudier.

Les développements ont é&é menés pour le critére
CM(2,2) et ils devraient Sappliquer également au
critere CM(1,2). Cependant, une dude spédfique serait
sans doute nécessire pour tenir compte des
particularités de cecritére & en particuli er des positions
des minima autres que les minima principaux.
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