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Résuḿe – Nous nous int́eressons̀a la pŕediction de śeries temporelles chaotiquesà partir de ŕegressions ŕealiśeesà l’aide de machines̀a
vecteurs supports (SVM). Après avoir rappelé le principe de ces régressions par SVM, nous détaillons le sch́ema de pŕediction. Nous illustrons
ses performances par une mise en oeuvre, d’une part, sur des données synth́etiques produites par le système dynamique de H́enon et, d’autre
part, sur des données exṕerimentales issues de la base de données de Santa Fe communément utiliśees comme ŕeférence dans les problèmes de
prédictions de śeries temporelles. Nous comparons positivement nos résultats̀a ceux propośes ant́erieurement dans la littérature.

Abstract – We consider the problem of chaotic time series prediction by means of support vector machines (SVM) for regression estimation.
After a short review of the principles of SVM for regression estimation, we detail the prediction procedure and illustrate its performance on the
synthetic time series produced by the Hénon map, and on the real world time series of Santa Fe Data Set A, often considered as a reference in
benchmarking time series predictors. A comparison of our results with others reported in literature demonstrates the excellent performance of
the approach.

1 Motivation

Du fait de leur propríet́e desensibilit́e aux conditions ini-
tiales, les śeries temporelles produites par des systèmes dyna-
miques chaotiques présentent une difficulté particulìere pour
la pŕediction de leurs valeurs futures. Il est notoirement connu
que les ḿethodes usuelles de prédiction, mod́elisation lińeaire
ARMA, par exemple, ont des performances médiocres lors-
qu’elles sont appliqúees aux śeries chaotiques (voir, par exem-
ple, [1, 15]).

Diverses approches non linéaires, reposant principalement
sur lesréseaux de neurones(voir, par exemple, [11, 13, 14])
ou des statistiques d’ordres supérieurs [6], ont ensuitéet́e pro-
pośees dans la litt́erature. Plus ŕecemment, la technique desma-
chinesà vecteurs supports(”support vector machines”, SVM) a
également́et́e envisaǵee [7, 8]. C’est̀a cette dernìere approche
que nous nous intéressons ici. Nous utilisons un schéma de
prédiction par ŕegressions ŕealiśees par SVM. Sur des séries
synth́etiques issus de systèmes dynamiques chaotiques ainsi
que sur des śeries exṕerimentales, nous qualifions les perfor-
mances de notre outil et les comparonsà celles cit́ees dans la
litt érature.

2 Machinesà vecteurs supports

Les machines̀a vecteurs supports constituent des estimateurs
non linéaires universels de fonctions, dont les fondements re-
posent sur la Th́eorie Statistique de l’Apprentissage. La formu-
lation du probl̀eme d’estimation, introduite dans [3], peut re-
cevoir une solution efficace qui laisse peu de paramètres libres
à choisir. Les SVM travaillent̀a partir de classes de fonctions
hypoth̀esesHSVM consistant en hyperplans(w, b) d’un espace

F decaract́eristiques. Celui-ci est implicitement d́efini, à par-
tir de l’espace original, par une transformation non linéaire,
construite via un noyauK(·, ·) (astuce du noyau).

2.1 Théorie Statistique de l’Apprentissage

Dans le cadre de la Théorie Statistique de l’Apprentissage
[12], l’objectif est d’estimerune fonctiony = f(x) à partir
d’un nombre limit́e d’échantillonsS={(x1, y1), · · · , (xn, yn)}
∈ Rd × Y, et d’hypoth̀eses faites sur les propriét́es deH. La
classification, avecyi ∈ Y = {−1, 1}, et la ŕegression, avec
yi ∈ Y ⊆ R constituent deux exemples typiques de tels pro-
blèmes.

Le meilleur estimateur̂f(x) = h∗(x) ∈ H def est celui qui
minimise le risqueR[h], mesuŕe via l’esṕerance math́ematique
d’une fonction de côut L(y, h(x)) :

R[h] =
∫

L(y, h(x))dP (x, y). (1)

Cependant, la distribution jointeP (x, y) est inconnue a pri-
ori et ǵeńeralement inaccessible, il faut donc approximer (1).
La Théorie Statistique de l’Apprentissage fournit alors des ré-
sultats sous forme d’ińegalit́es,

R[h] ≤ 1
n

∑

(xi,yi)∈S

L(yi, h(xi)) + Q(n, h, δ), (2)

où Q(n, h, δ) consiste en un terme de confiance, fonction du
nombren d’observations, de la capacité de la sous-classeHk ⊂
H qui contient l’hypoth̀eseh, et de la probabilit́e 1 − δ avec
laquelle l’inégalit́e (2) est valide. La proćedure de minimisa-
tion du risque structurel (”structural risk minimisation”, SRM)
proc̀ede par partage deH en sous-classes emboı̂téesHk : H1 ⊂



H2 ⊂ · · · ⊂ HM de capacit́es croissantes, ce qui permet de
chercher l’hypoth̀eseh∗ ∈ H qui minimise (2).

Dans le cadre des SVM, l’hyperplan(w∗, b∗) optimal de
HSVM est ensuite obtenu via la résolution de :

h∗(w∗, b∗,x) =

= arg min
(w,b)

C
∑

(xi,yi)∈S

L(yi, h(w, b,xi)) +
1
2
‖w‖2, (3)

où C est une constantèa choisir.

2.2 Régressions par SVM

Pour la classification, essentiellement considéŕee dans la lit-
térature SVM, on utilise la fonction de coût L0/1. Ici, nous
nous int́eressons̀a la ŕegression. Dans ce cas, des fonctions de
coût linéaire ou quadratiqueLε sont utiliśees, ne prenant en
compte que les d́eviations|yi − h(xi)| > ε suṕerieures̀a ε, où
ε devient un autre param̀etreà fixer. Que ce soit avecL0/1 ou
avecLε, l’ équation (3) peut̂etre ŕeécrite comme un problème
dual de Lagrange [4]. Cette reformulation, qui constitue la base
de l’algorithme des SVM, se ram̀eneà un probl̀eme de pro-
grammation quadratique, de solution unique et pour lequel des
méthodes de résolution efficaces existent.

Pour le probl̀eme de la ŕegression, la solution de l’équation
(3) prend la forme :

h∗(x) = f̂(x) =
∑

(xi,yi)∈S

α∗i K(xi,x) + b∗. (4)

Lesα∗i sont les multiplicateurs de Lagrange impliqués dans la
solution du probl̀eme dual de Lagrange de (3). Quandε > 0, un
nombre important desα∗i sontégauxà źero, et (4) fournit alors
une repŕesentation creuse. Lesxi correspondant auxα∗i 6= 0
sont appeĺes lesvecteurs de support.

3 Prédiction de signaux chaotiques

3.1 Śeries chaotiques

Nous nous int́eressons maintenantà des śeries produites par
des syst̀emes dynamiques chaotiques, dont le caractère non lińe-
aire et la sensibilit́e aux conditions initiales rendent particulière-
ment difficile la pŕediction, m̂emeà court terme [1, 7]. Sous-
jacent au système dynamique, existe un modèle non lińeaire
y(k) = f(y(k−κ1), y(k−κ2), · · · , y(k−κm)), κi ∈ N+, que
nous tentons d’approcher par SVM pour effectuer une prévision
du futur de la śerie temporelle observée{y(k)}N

k=1 ∈ R.
Les syst̀emes dynamiques sont souvent efficacementétudíes

via leur espace des phases. Le célèbre th́eor̀eme de Takens
(voir, par exemple, [1]) assure une reconstruction non ambi-
guë de cet espace par la méthode desvecteurs de retard: x(k) =
[y(k), y(k−τ), · · · , y(k−(m−1)τ)] ∈ Rm, où m etτ consti-
tuent respectivement la dimension de plongement et le retard.
A condition que ces param̀etres soient convenablement choisis,
la topologie de l’espace des phases réel est respectée, on peut
alors envisager d’estimer la fonctionf : x(k) → y(k + 1) à
partir des observationsy [1].
Nous śelectionnonsτ par un argument d’information mutuelle
(voir, par exemple, [1]). Le param̀etrem est soit choisìa partir
d’arguments th́eoriques, soit traité comme un param̀etre libre
du sch́ema de pŕediction.

3.2 Sch́ema de pŕediction

A partir deN observations,{y(k)}N
k=1 ∈ R, sont construits

n = N − (m − 1)τ − 1 échantillonsS = {(x(k), y(k +
1))}N−1

k=(m−1)τ+1 ∈ Rm × R. Le sch́ema de pŕediction à un

pasŷ(k + 1) = f̂(x(k)) par SVM est alors de la forme (4),

ŷ(k + 1) =
N−1∑

i=(m−1)τ+1

α∗i K(x(i),x(k)) + b∗, k ≥ N, (5)

dont lesα∗i sont obtenus par résolution du probl̀eme dual de
Lagrange de (3).

Nous utilisons la bôıte à outils SVM standard SVMlight [5]
(svmlight.joachims.org), sans apporter de modification spéci-
fique pour la pŕediction de śeries temporelles. Les paramètres
libres,C, ε et la taille du noyau (fix́e gaussien),́eventuellement
la dimension de plongementm, sont śelectionńesà partir d’une
recherche exhaustive dans l’espace des paramètres pour opti-
miser les performances de la prédiction sur l’ensemble deva-
lidation. LesN observations disponibles sont donc partagées
entre deux ensembles d’entraı̂nement et de validation de tailles
respectivesNe et NV . Les valeurs pour lesquelles l’erreur de
prédictionà un pas sur l’ensemble de validation est minimale
sont retenues pour la prédiction finale.

Une fois les param̀etres fix́es, nous ŕealisons la pŕediction
en utilisant la totalit́e desN observations disponibles. Les pré-
dictionsà plusieurs pas, i.e., pour les valeurs(k ≥ N +1), sont
réaliśees par it́eration de la pŕedictionà un pas (5), en utilisant
les vecteurs estiḿesx̂(k) aux it́erations pŕećedentes et non les
observations elles-m̂emes.

4 Expérimentations

4.1 Śeries temporelles

Nous appliquons cette approcheà la pŕediction, d’une part,
d’une śerie issue du système dynamique de H́enon, en ŕegime
chaotique (cf. figure 1 en hautà gauche) :

y(k + 1) = 1− 1.4y(k)2 + 0.3y(k − 1), (6)

aveca = 1.4, b = 0.3 et, d’autre part, aux données exṕerimen-
tales ŕeelles constitúees par les fluctuations chaotiques de l’in-
tensit́e d’un laser dans l’infrarouge,Santa Fe Data Set A[15].
Cette dernìere śerie constitue une référence souvent utilisée
pourétalonner les performances des méthodes de prédictions.

Pour la śerie Hénon, N = 500, Ne = 450, NV = 50,
l’ équation (6) indique que les observationsy(k + 1) sont com-
plètement d́etermińees par leurs deux préd́ecesseurs imḿediats,
y(k) ety(k−1). Les param̀etres de plongement sont donc fixés
a priori (τ = 1 etm = 2).

Pour la śerie Santa Fe Data Set A, N = 1000 (les 1000
premìeres observations de la série) ,Ne = 900, NV = 100,
l’information mutuelle indiqueτ = 1. La recherche exhaustive,
effectúee pourm à partir d’un intervalle de valeurs choisi par
un argument ǵeoḿetrique (”false nearest neighbours” ; voir, par
exemple, [1]) śelectionnem = 18.

4.2 Résultats

Nous pŕesentons les résultats obtenus dans les tableaux 1 et
2 et les comparons̀a ceux obtenus par d’autres auteurs. Les



performances des prédictionsà un pas et it́eŕees sont expriḿees
en erreur quadratique moyenne normalisée (NMSE) :

NMSE =
∑

k∈T (y(k)− ŷ(k))2∑
k∈T (y(k)− ȳT )2

≈ 1
σ̂2
T N

∑

k∈T
(y(k)− ŷ(k))2,

où T dénote l’ensemble d’épreuve deN points, etȳT et σ̂2
T

dénotent respectivement la moyenne et la variance empiriques
deT [15].

La série de Hénon. Les ŕesultats pour la śerie de H́enon
sont obtenus̀a partir des pŕedictions it́eŕees sur50 échantillons,
moyenńees sur50 ensembles d’épreuve diff́erents. Nous consta-
tons que, quoique l’ensemble d’entraı̂nement utiliśe dans not-
re pŕediction SVM soit beaucoup plus court que ceux mis en
oeuvre pour obtenir les meilleurs résultats disponibles̀a notre
connaissance dans la littérature, les performances que nous ob-
tenons sont suṕerieures de presque deux ordres de grandeur (cf.
tableau 1).

TAB . 1 – Comparaison des performances de prédicteurs sur
la śerie de H́enon. La longueur de l’ensemble d’entraı̂nement
est donńee en points. Les résultats sont obtenus par moyenne
des pŕedictions sur50 ensembles d’épreuve diff́erents de50
échantillons.

Référence Méthode N Pŕed. un pas
SVM Gauss 500 7.7 · 10−7

[9] RBF Net 4000 7.4 · 10−5

[13] Neural Net 5000 3.4 · 10−5
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FIG. 1 – Série de Hénon.En haut,à gauche, śeries de H́enon
réelle et pŕedite, en bas,̀a gauche,́evolution de l’erreur quadra-
tique moyenne en fonction de l’horizon de prédiction et com-
paraisoǹa la croissance de l’erreur initiale détermińee par l’ex-
posant de Lyapunov global théorique. A droite, en haut, attrac-
teurs de H́enon, reconstitúesà partir de1000 échantillons de la
série observ́ee et de la śerie pŕedite par it́eration successive, et
agrandissement de la région des attracteurs matérialiśee par un
rectangle (en bas).

La figure 1 propose une prédiction typique sur la śerie de
Hénon. Nous observons que la prédiction s’́ecarte de la vraie
série apr̀es environ18 itérations (en haut̀a gauche). C’est aussi

la valeur pour laquelle l’erreur de prédiction est proche de1.
L’ évolution de cette erreur de prédiction est comparéeà la crois-
sance de l’erreur initiale d́etermińee par l’exposant de Lya-
punov global th́eorique (λHénon ≈ 0.42) (en basà gauche).
Néanmoins, la pŕediction, au del̀a de l’́echantillon18, conti-
nue d’explorer l’espace des phases de façon identiqueà la śerie
réelle. En effet, la colonne de droite compare les attracteurs re-
construitsà partir de1000 points de la vraie śerie de H́enon
(en haut), et d’une prédiction it́eŕee de1000 points (en bas).
Le pŕedicteur a complètement saisi les dynamiques du système
puisque les deux attracteurs ne peuvent pasêtre distingúes,
contrairement aux résultats pŕesent́es dans [2], òu l’attracteur
présente des d́eformations visibles.

Santa Fe Data Set A. Les pŕedictions sont obtenues pour
des ensembles d’épreuve propośes dans la litt́erature pour Data
Set A (5 ensembles de100 observations, correspondant aux ob-
servations1001 à1100, 2181 à2280, 3871 à3970, 4001 à4100
et 5181 à 5280). Dans le tableau 2, nous observons que la per-
formance du pŕedicteurà un pas obtenue par la régressioǹa
l’aide de SVM,évalúee sur l’ensemble d’épreuve 1, est com-
parableà l’état de l’art et que la qualité de la pŕediction it́eŕee
dépend fortement de l’ensemble d’épreuve consid́eŕe. Bien que
la performance de la prédiction it́eŕee obtenue par SVM soit
dégrad́ee d’un ordre de grandeur pour les ensembles 2 et 3, elle
reste suṕerieure d’un ordre de grandeur comparée au meilleur
résultat de l’ensemble 4, et comparableà l’état de l’art pour les
ensembles 1 et 5.

Nous soulignons que notre prédicteur est entraı̂né exclusive-
ment sur les1000 premìeres observations, et ce pour tous les
ensembles d’épreuves. De plus, nous travaillons directementà
partir de la śerie temporelle, sans aucune technique addition-
nelle du type de celles considéŕees dans [10].

La figure 2 illustre le Data Set A et le premier ensemble
d’épreuve (en haut,à gauche) et les prédictions it́eŕees, sur100
points, pour les cinq ensembles d’épreuve consid́eŕes. Nous re-
marquons que la prédiction par SVM est capable de prédire la
brutale diminution de l’intensité du laser pour deux des trois
cas (ensemble 1 et 5), bien qu’il existe seulement un exemple
d’un tel effondrement dans l’ensemble d’entraı̂nement. Par con-
tre, pour l’ensemble 2, le prédicteuréchouèa pŕedire la dimi-
nution de l’intensit́e et la pŕediction n’est pŕecise que pour les
50 premìeres it́erations. Nous observons un comportement si-
milaire pour l’ensemble 3 : bien que la prédiction soit de haute
précision pendant les60 premìeres it́erations, une diminution
de l’intensit́e qui n’existe pas est prédite apr̀es 80 itérations.
Nous constatons aussi que la prédiction it́eŕee et la vraie śerie
ne peuvent paŝetre distingúees pour l’ensemble 4.

5 Conclusions et perspectives

Quoique la ŕegression par SVM pour la prédiction de śeries
temporelles soit appliqúee ici de façon tr̀es directe, les perfor-
mances sont excellentes pour les séries consid́eŕees. Nous en-
visageons donc diverses modifications, susceptibles d’en amé-
liorer les performances. D’une part, l’usage de noyaux plus
flexibles que l’usuel noyau gaussien ouvre une direction pro-
metteuse. D’autre part, des stratégies locales, d́ejà envisaǵees
dans la litt́erature, sont en cours d’investigation et peuvent fa-



TAB . 2 – Data Set A : Comparaison des performances des
prédicteurs sur les ensembles d’épreuve (observations 1001-
1100, 2181-2280, 3871-3970, 4001-4100, 5181-5280). Le
résultat pour la pŕediction à un pas est présent́e pour les ob-
servations 1001̀a 1100. Les autres résultats sont obtenus par
prédictions it́eŕees.
Réf. Méthode Pŕed. un pas 1001-1100

SVM Gauss 9.20 · 10−3 4.46 · 10−2

[10] Local Linear - 7.7 · 10−2

[11] Neural Net - 6.6 · 10−2

[13] Neural Net 2.76 · 10−3 1.94 · 10−2

[14] Neural Net 2.3 · 10−2 2.73 · 10−2

Réf. 2181-2280 3871-3970 4001-4100 5181-5280
3.93 · 10−1 4.31 · 10−1 8.89 · 10−4 4.81 · 10−2

[10] 1.74 · 10−1 1.83 · 10−1 6.0 · 10−3 1.11 · 10−1

[11] 6.1 · 10−2 8.6 · 10−2 4.79 · 10−1 3.8 · 10−2

[14] 6.5 · 10−2 4.87 · 10−1 2.3 · 10−2 1.6 · 10−1

cilementêtre incorpoŕees dans notre schéma de pŕediction. De
plus, une alternative fiablèa la recherche systématique pour
l’optimisation des valeurs des paramètres libres, permettra de
rendre la proćedure de pŕediction plus efficace et accessible, y
compris pour des utilisateurs profanes.
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