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Résumé – Cet article propose de nouveaux résultats pour la reconstruction d’objets à symétrie de révolution à partir de
leurs projections parallèles en exploitant quelques propriétés d’une famille d’opérateurs tomographiques issue des opérateurs de
Weyl. Notant f la fonction densité de l’objet et Y une projection perpendiculaire à l’axe de symétrie, nous donnons une nouvelle
expression de l’inversion d’Abel et le moyen de calculer les moments de f en fonction de Y. Nous étudions aussi les transformations
à noyau intégral de f et déterminons une nouvelle relation permettant leur évaluation à partir de Y seulement. Nous illustrons
ce procédé par le calcul numérique de la transformée en cosinus d’une fonction f à l’aide de sa projection Y.

Abstract – This article provides new results for the reconstruction of radial objects from their parallel projections by introducing
the properties of a particular class of tomographic operators stemming from the Weyl operators. Introducing f the density function
of the object and Y the projection normal to its symmetry axis, we present a new formulation for the Abel inverse operator and
indicate how to calculate the moments of f as a function of Y. We also study the integral kernel transforms of f and determine
a new relation allowing their evaluation from Y only. As a conclusion we apply our method to the numerical evaluation of the
cosine transform of a function f given its projection Y.

1 Introduction

Dans certaines expériences radiographiques réalisées au
CEA/DAM, les contraintes liées au dispositif d’émission
et de mesure d’un rayonnement X très dur sont telles que
nous ne pouvons disposer que d’une unique vue des objets,
recueillie sur un détecteur plat de type couple écran ren-
forçateur/film ou bien sur une γ caméra. En imposant de
fait une hypothèse de symétrie cylindrique (parfaitement
adaptée à nos objets), ce problème de reconstruction to-
mographique en rayonnement parallèle peut être résolu
et a d’ailleurs fait l’objet de nombreux travaux propo-
sant des approches inverses (rétroprojection filtrée, Abel
inverse [1], inversion de la matrice de projection [2]) ou
directes (par minimisation d’un critère pénalisé [2] ou par
déformation d’un modèle des objets [3] [4]).

Dans cet article, nous fournissons de nouveaux résultats
sur la résolution du problème de reconstruction à partir
des projections parallèles d’un objet à symétrie radiale en
utilisant une famille d’opérateurs {An}n∈IN∗ qui généra-
lise l’opérateur d’Abel [1], noté A par la suite.

Dans la section 2, nous décrivons les principales proprié-
tés de cette famille An, et en particulier la composition
qui permet de faire le lien entre l’opérateur d’Abel inverse
A−1 et la “reprojection des projections” d’un objet. Nous
donnons également une expression de tous les moments de
la solution du problème (la fonction densité f) à partir de
ces projections parallèles itérées.

Dans la section 3, nous présentons une méthode d’in-
tégration par parties qui permet de calculer des trans-

formations à noyau intégral du type
∫

K(x, y).f(y)dy à

partir des projections de f . Pour illustration, nous en
déduisons une expression de la transformée en cosinus
(K(x, y) = cos(xy)) de f qui constitue un résultat concur-
rent au théorème coupe-projection.
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Fig. 1 – f̃(x, y) représente la carte de densité de la coupe
plane d’un objet à symétrie cylindrique et nous avons
f(r) = f̃(r cos θ, r sin θ), ∀θ.

La projection parallèle de cet objet (voir fig. 1) est notée
Y avec :

Y(x) =
∫

IR

f̃(x, y)dy

Dans le cas cylindrique, cette projection Y est la transfor-
mée d’Abel A de la fonction f :

Y(x) = A[f ](x) = 2
∫ ∞

x

r√
r2 − x2

f(r)dr



2 Opérateurs tomographiques

Pour toute fonction f de L1 à support compact, nous
définissons pour tout entier n > 0 les opérateurs d’Abel
généralisés ou opérateurs tomographiques suivants, com-
plétés, par prolongement analytique, par l’identité en com-
position pour n = 0 :

An[f ](x) =
2

Γ(n
2 )

∫ ∞

x

u.f(u).(u2 − x2)−1+ n
2 du (1)

Cette famille d’opérateurs, issue de l’étude de la tomo-
graphie divergente d’un objet à symétrie de révolution [6],
est liée à une sous famille des opérateurs de Riesz [7][8], les
intégrales de Weyl [9] notées (Wα)α>0, dont nous utilisons
les propriétés suivantes [10] :

Wα ◦ Wβ = Wα+β

d

dx
Wα+1[f ](x) = −Wα[f ](x)

Wα[f ](x) =
1

Γ(α)

∫ ∞

x

f(u).(u − x)−1+αdu

En notant τp [f ] (x) = f(xp) et en définissant les opéra-
teurs d’Erdélyi-Kober [11] :

Wα,p = p−ατp ◦ Wα ◦ τ 1
p
, α ∈ IR, p > 0

nous avons, en particulier pour p = 2 :

An[f ](x) = 2
n
2 · Wn

2 ,2 = Wn
2

[
τ1/2 [f ]

]
(x2) (2)

avec A1[f ](x) =
1√
π
A[f ](x) =

1√
π
Y(x)

Par l’intermédiaire de la relation (2), les propriétés des
opérateurs d’Erdélyi-Kober se transposent directement aux
opérateurs tomographiques An.

Propriété 1 La composition entre opérateurs tomogra-
phiques est un homomorphisme additif :

An ◦ Am = An+m (3)

et, en conséquence, l’opérateur A1 composé n fois vaut
An :

(A1)
n def

= A1 ◦ A1 ◦ ... ◦ A1︸ ︷︷ ︸
n fois

= An

En recherchant des correspondances entre des décompo-
sitions de l’objet et de sa projection dans des bases, nous
avons obtenu la propriété suivante :

Lemme 1 L’opérateur adjoint de An étant donné par :

A∗
n[f ](x) =

2 · x
Γ(n

2 )
·
∫ x

0

f(u).(x2 − u2)−1+ n
2 du

l’image de la base de Fourier par A∗
n est donnée par :


A∗

n[cosmx](x) =
√

π
2 .m.Jn−1

2
(mx).

[
2x
m

] n+1
2

A∗
n[sin mx](x) =

√
π

2 .m.Hn−1
2

(mx).
[

2x
m

]n+1
2

(4)

avec Jn une fonction de Bessel de première espèce et Hn

une fonction de Struve.

Cet opérateur adjoint, lié aux opérateurs de Riemann-
Liouville (duaux de Wn), introduit, d’après (4), la trans-
formée de Hankel THn d’ordre n par projection de l’opéra-
teur tomographique A2n+1 sur une base trigonométrique :

(A2n+1[f ], cos(mx))=
(
f, A∗

2n+1[cos(mx)]
)

=
√

π

(
2
m

)n

THn[xnf(x)](m)

Ce résultat est établi par une autre voie dans [8] pour
n = 0.

La propriété qui suit est fondamentale pour les opé-
rateurs An et résulte d’une intégration par parties de la
définition 1.

Propriété 2 Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, la
dérivée de An[f ] s’obtient à partir de An−2[f ] :

An[f ]′(x) = −2xAn−2[f ](x) (5)

Nous retrouvons, pour n = 2, une autre formulation de
la reconstruction tomographique par inversion de l’opéra-
teur d’Abel à partir des projections Y. Il suffit de projeter
un objet virtuel, à symétrie de révolution, de densité d
égale à la projection Y (soit d(r cos θ, r sin θ) = Y(r)) et
d’évaluer :

A2[f ](x) = A1

[
A1[f ]

]
(x) =

1
π
A[Y](x)

et
f(x) =

−A2[f ]′(x)
2x

(6)

Les figures 2 et 3 illustrent la comparaison entre une re-
construction par inverse généralisé [2] et notre approche
pour inverser la transformée d’Abel.

Propriété 3 Tous les moments {Mn[f ]}n∈IN de f se cal-
culent à partir de la projection Y :

Mn−1[f ] =
∫

IR+
un−1f(u)du =

Γ(n
2 )

2
An[f ](0) (7)

avec
An[f ] =

1
π

n
2

(A)n−1 [Y]

Numériquement, dans un cas discrétisé, il est plus aisé
d’évaluer les opérateurs tomographiques selon leur parité
à l’aide des relations 3 et 5 car ils se calculent de proche en
proche par application successive de l’opérateur A2 dont
la forme matricielle, discrétisant l’expression

A2[f ](x) = 2.

∫ +∞

x

u.f(u)du,

peut être donnée par :

A2.f=




1 3 5 . . . 2N − 1
0 3 5 . . . 2N − 1
0 0 5 . . . 2N − 1
...

...
. . . . . .

...
0 0 0 0 2N − 1


 .




f(1)
f(2)
f(3)

.
f(N)






Nous pouvons, par exemple, calculer les moments de
Legendre µi à partir des Mi (voir [5]) ce qui fournit une
décomposition de la solution du type :

f =
∞∑

i=0

Li(x)µi (Y)

avec Li, le iième polynôme de Legendre [5]. Sur la figure 4,
nous illustrons le calcul des 12 premiers moments de Le-
gendre de f (voir encadré de la figure 4) à partir de sa
projection et les comparons avec leur valeur théorique.
Les premiers ordres sont bien restitués mais, de manière
classique, nous obtenons rapidement des divergences nu-
mériques pour les ordres élevés.

3 Calcul de la transformation en co-
sinus et autres noyaux à partir
d’une projection

Dans cette section, nous considérons des transforma-
tions intégrales de noyau K et nous nous proposons de
calculer la transformée d’une fonction f à support com-
pact à partir de sa projection Y.

Pour cela, nous utilisons le résultat suivant dont les élé-
ments de preuve sont donnés en annexe :

Propriété 4 Pour des noyaux K de classe C2 sur IR+2,∫
IR+

K(x, y).f(y)dy =
∫

IR+
Φ(x, y)A2[f ](y)dy (8)

+
1
2

∂K

∂y
(x, 0)A2[f ](0) +

1
2
K(x, 0)Y(0)

avec

Φ(x, y) =
1
2

[
1
y

∂K

∂y
(x, y) +

K(x, 0) − K(x, y)
y2

]

Les contraintes imposées au noyau K, suffisantes mais
non nécessaires, permettent de traiter un bon nombre de
noyaux K classiques ; ainsi, en prenant K(x, y) = cos(xy),
nous obtenons une expression de la transformée en cosinus
Tc[f ] de la fonction f en fonction de sa projection Y :

Tc[f ](x) =
∫

IR+
Φc(x, y)A[Y](y)dy +

1
2
Y(0) (9)

avec

Φc(x, y) =
1
2

(
−x sin(xy)

y
+

1 − cos(xy)
y2

)

Contrairement au théorème coupe projection qui nous
fournit une approximation de la transformée de Fourier 2D
de f̃ , via l’incontournable interpolation polaire→cartésien,
nous obtenons directement l’expression exacte de la trans-
formée de Fourier d’une méridienne de f̃ .

Nous illustrons, sur la figure 5, le calcul de Tc[f ] de
la fonction de densité valant 1 entre 0 et 200 et dont la
projection parallèle est donnée sur le graphe Gr.a. Malgré
une discrétisation “brutale” de l’équation (9), la transfor-
mée estimée est très proche de la valeur exacte.

4 Travaux futurs
Nous étudions actuellement la sensibilité au bruit des

différentes reconstructions ainsi que d’autres transforma-
tions à noyaux dans le cadre de la propriété 4. Parmi
les nombreuses propriétés des opérateurs tomographiques,
nous cherchons de plus à établir des relations entre les co-
efficients d’une fonction densité et de sa projection dans
des bases couplées par un opérateur dual A∗

n, comme illus-
tré dans le lemme 1.

Annexe : Eléments de preuve de la
propriété 4

Notons ∆ l’opérateur ”taux d’accroissement” et Q l’opé-
rateur dérivée :

∆f(x) =
f(x) − f(0)

x
; Qf(x) = f ′(x)

Puisque, d’après (6), f(x) = − 1
2xQA2 [f ], nous obtenons

par intégration par parties :

(g, f) =
∫

IR+
g(u).f(u)du

= g(0).M0[f ] +
∫

IR+
[g(u) − g(0)] .f(u)du

= g(0).M0[f ] − 1
2

∫
IR+

∆g(u).QA2[f ](u)du

= g(0).M0[f ] + g′(0).M1[f ]

+
1
2
.

∫
IR+

(Q ◦ ∆)g(u).A2[f ](u).du

En prenant g = K(x, .) et en utilisant la relation 7, nous
établissons la propriété 4.

Notons que l’équation 8 est la version avec reste intégral
de la décomposition en série d’une transformation obtenue
en réitérant le processus d’intégration par parties :

T [f ] (x) =
1
2
·
∑
n≥0

K(0,2n)(x, 0)
22nn!

· A2n [Y] (0)

+
1
2
·
∑
n≥0

n!.K(0,2n+1)(x, 0)
(2n + 1)!

· A2n+2 [f ] (0)

avec K(m,n) = ∂n+m

∂xn·∂ym · K.
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Fig. 2 – Comparaison de la reconstruction d’une densité
f constante par inverse généralisé et par "reprojection".
L’atténuation de l’oscillation (voir zoom) est due au lis-
sage inhérent au mode de calcul de la dérivée de A2 [f ]
(demie somme de la dérivée à droite et à gauche) qui pro-
duit un front de montée indépendant du rayon du cylindre.
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Fig. 3 – Pour les conditions de calcul de la figure 2, le
bruit sur une reconstruction dépend de la méthode numé-
rique utilisée pour l’inversion de la transformée d’Abel. La
moins grande sensibilité au bruit de la "reprojection" pro-
vient du lissage intégral de Y dans l’équation 6.
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Fig. 4 – Le calcul des itérés de la projection de f permet
de calculer les moments de la fonction densité en appli-
quant 7. Nous en déduisons la valeur des moments de Le-
gendre de cette fonction densité (voir encadré) qui illustre
un corps cylindrique de densité constante. Nous consta-
tons un bon accord jusqu’à l’ordre 6, au-delà le cumul des
erreurs numériques rend cette évaluation inopérante.
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Fig. 5 – Le graphe Gr.a fournit la projection (en rouge)
d’un objet cylindrique de densité constante (la fonction
f en bleu). En superposition, est representée la recons-
truction obtenue par la transformée en cosinus inverse. Le
graphe Gr.b illustre le calcul de la transformée en cosinus
de la fonction f à partir de sa projection Y par discréti-
sation "brutale" de l’équation (9).
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Fig. 6 – Avec la projection de la figure 5 bruitée (σ = 2),
nous constatons que l’erreur sur l’estimation de Tc [f ] croît
avec la fréquence, mais est très inférieure à celle que l’on
obtiendrait par application du théorème coupe-projection.


