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Résune —L'algorithme des moindres carrés alternés (ALS), wiliens la deécomposition daRAFAC, peut nécessiter un trés grand nombre
d’itérations avant de converger. Cette lenteur de comrerg peut découler d'une taille importante des donnéas,ndauvais conditionnement,
ou de la présence de dégénérescences, etc. Plusieilmsdas ont été proposées pour accélérer I'algodimotamment la compression préalable
des données [3], et la recherche linéaire (Line Search[B]S) Aprés une breve description daRAFAC, nous présenterons une nouvelle
méthode pour accélérer ALS, qui, comparée aux méthedéstantes, a permis d'obtenir de meilleurs résultats des simulations. Nous
proposerons ensuite une application de la nouvelle métaditlentification aveugle d’'un mélange sous-déteg{ldDM), sachant qu’elle peut
etre appliquée a n'importe quelle décomposition d'erd.

1 Introduction 2 Modele et notations

La décomposition de ARAFAC peut &tre considérée comme Considérons le modéleARAFAC d’ordre trois défini par
une généralisation de I'analyse de facteurs d’ordre dux I'expression (1). Ce modele peut &tre écrit sous une éorm
tenseurs d’ordre N (N3). Elle futintroduite par Harshman en compacte en utilisant le produit de Khatri-Radproduit Kro-
1970 [8] qui s’est basé sur le principe des Profils Proportéds  necker des colonnes):

et paralleles (PP) proposé par Cattel en 1944 [5]. Ce ipenc

énonce que si deux (ou plusieurs) modeles d'ordre deut son XI*IK) — A(C o B)T

décrits par le méme ensemble de vecteurs composantgutels
seuls les poids changent d’'un modéle a I'autre, ces vecteu

. N N . ¥ i i i X
composants conduisent alors a un nouveau modele unique %H les matricesA, B, et C sont des matrices de taillex I,

- ; F, et K x F respectivement, e&K(/*7K) est la matrice
sens de la rotation [2]. En d’autres termes, supposons que o P .
matriceX, puisse s'écrire sous la forme : oae tailleI x JK obtenue en dépliant le tenselr de taille

I x J x K suivant le premier mode. ALS consiste a estimer
X = a1b1T011 + angTclg + ...+ angch tour a tour une des trois matrices composantes, en mininisa

ar etby (1 < f < F) étant les colonnes des matricAset au sens des moindres carrés l'erreur :

B respectivement, et supposons qu’une seconde maXrice
puisse s'exprimer a I'aide des mémes vecteurs composants

précédents mais avec des poids differents décrits:pafau . . i o,
lieu dec,; precedemment) : ou|| e || » estla norme de FrobeniuB et C étant initialisées,

I'estimée deA est donnée par :

T = X —ACoB)T |

T T T
X2 = albl Co1 + a2b2 Coo + ...+ anFCQF

Alors nous pouvons ainsi construire un nouveau modele : A = X(IXTK) (7T 2)

; MWRT 1 —
Xy = Adiag(C(k,:))B", k = 1,2 (1) avecZ, = C ® B et (V) est la pseudo-inverse de Moore-
qui peut &tre écrit autrementX;;x = >° A;rB;¢Ciy. Ce  Penrose. Nous estimons les matrid@set C de maniere
modele trilinéaire est aussi connu sous le nom de DECOMéquivalente aveZ, = A ® C etZ. = B ® A, et nous itérons
Position CANonique (CANDECOMP) introduite par Caroll et jusqu’a satisfaction du critere de convergence. Typioemt,
Chang en 1970 [4]. Le modeleaRAFAC d’ordre trois et ses la convergence est atteinte lorsque I'erréuraffiche, entre
généralisations aux ordres supérieurs [8] [4][12] dodd po- deux itérations successives, un changement infériaarseuil
pulaires en psychométrie et en chimie, mais trouvent alessi prédéfini, lequel varie selon les données. Pour des ekmin’
applications en traitement du signal [11] [6] [7]. Conteair simples, le seuil peut &tre fix€1® 6 par exemple, mais doit
ment au modele matriciel, le modela®rFAC a 'avantage é&tre plus petit pour des données plus compled@s! par ex-
d’étre unique sous les conditions du théoréme de Krydkdl emple.
d'ou son importance. |l existe plusieurs algorithmes pour |l arrive que la convergence nécessite plusieurs milliers
décomposer ARAFAC, le plus répandu étant ALS sur lequel d'itérations. Un choix judicieux des valeurs initialesupe
nous nous concentrerons dans toute la suite. La convergengeelquefois aider a atteindre le minimum global tres dapi
de l'algorithme ALS est parfois extremement lente. Celatpe ment. Cependant, quand le tenseur a de grandes dimensions,
se présenter lorsque la taille des données est assezegranolu quand deux facteurs sont presque colinéaires, lesitpe®
ou encore lorsque deux colonnes composantes sont presdlimitialisation ne permettent pas d'aller plus vite. DdB%
colinéaires. La compression [3] et la recherche linégi®)  Bro propose de compresser les données dans un espade rédui
[2] sont deux solutions possibles pour remédier & ce probl  afin de réduire les dimensions du tenseur, et de la rédmire
Nous nous concentrerons dans cet article sur la solutiort LS eomplexité de ALS. La solution LS a aussi été proposée po
nous proposerons une nouvelle méthode qui a permis deeéduaccélérer la convergence [9] [2]. Cette solution estitiedans
le nombre d’itérations nécessaires a la convergencd @& A  la section qui suit.



3 Recherche Lireaire (LS) I - B, G concn
Il a été noté lors des simulations que, lorsque la corareg .'- f,@.‘ﬂ‘f)L“‘.‘i..LE‘.i‘ff?*E‘?}_%
est lente, il existe des cycles de convergence définis par un! Ftane 111

direction}unique. Au cours d'un cycle don_n'e, Ieg fact_eu»rsc : " . IO (A 4 R G ((C D+ R.GE) o (B 2‘]+RV,GE,/"’))I\\f
posants évoluent dans la méme direction jusqu’a la firydlec i
Il en est de méme pour les cycles suivants. La convergence &
I'intérieur d'un cycle peut nécessiter plusieurs itéras. Afin
de limiter le nombre d’itérations d’un cycle donné, Haretm | .- - oo oo oo e
et Bro proposent d’extrapoler ce comportement. llIs propbse
de prédire la valeur du facteur composant apres un certam

Calculer la valeur optimale de (R,, Ry, R.) qui minimise :

1 L
,  Line Search

! |

| i

vz N | ., . : FEltape 2 : Caleuler Aew) Bew) et Cew) en utilisant Uexpression (3) :

bre d'itérations en calculant une sorte de régressi@alie : ! A = A6 4 R, G !

I Bluew) — Blit=2) 4 R;,G;‘,”] :

A(new) — A(it72) + RLS(A(itfl) _ A(it72)) (3) E Clew) — -2 4 p .G !

1 1

; ., . s e . L F .

A(it=1) est I'estimée de la matricA, obtenue a l'iteration

(it — 1) de ALS. A l'iteration (t), la nouvelle matrice (¢) . : — ——

Etape 3 : Estimer A, B0 et C en utilisant Uexpression (2) et Aew) Brew) ot Clrew));

est utilisee a la place da@—1. (A~ — A=2)) définit

)
; ; . AW = XTI (ZHT with Z, = Cw) @ B
la direction du cycle. Les matricd3 et C sont obtenues de B — XUX9)(Z) with Z, — A © Cloew
facon équivalente en utilisant le méme facteur de rdiara C) — XEID(ZHT with Z, — B & AW
Rps. Pour étre efficace, I'extrapolation ne doit pas engendrer
plus de temps que les itérations qu’elle remplace. C'esdieju -
ment le cas lorsquB s est une constante (entre 1.2 et 1.3) [8],|  Flae*: ‘ Caleuler la nouvelle errenr Y0 = [[X(T</K) — A0(C) @ BU)T I3 -
ou |Orsqu’i| est fixé ‘a;tl/?) [2] o si [T — TE=D| > seuil, retourner a 'étape 1 avec : it « it + 1
A chaque itérationif), les nouveaux facteurs sont utilisés ‘ o si [T00 = TOD] < seuil, stop

pour calculer Ferreur : Fic. 1. Etapes de l'algorithme ALS avec la Recherche

T(new) :” X(IXJK) _ A(new) (C(new) ® B(new))T H%‘ (4) Linéaire Optlmlsée
ELS est appliquée au début de I'algorithme ALS, comme le
Si T(new) > Y(it=1) cela veut dire que nous sommes allesmontre la figure (1), ot I'étape 1’ correspond a la partisSE
trop loin lors de I'extrapolation et quE; s est trop grand. Il Le facteur de relaxatiof, s n’est plus fixe comme c’était le
est alors decrementé d&/” ait!/("+1) p étant fixe a4 3 au ©as pour LS, mais il est calculé a I'étape 1’ de la figure (1)
début de la simulation, et les facteurs de litératigh 1) ~ comme étant la valeur optimale qui donne la plus petiteuerre
sont utilisés au lieu des nouveaux : [Iitératioit)(est ef- TeLs.

fectuée sans extrapolation. Par contreY§ew) < Y (=1 La solution optimale est obtenue en minimisant conjoin-
alors l'accélération est accomplie et nous gagnons geelq €mMentYxrs par rapport ak,, Ry, et R.. Cela revient a
iterations. résoudre un systeme de trois polyndmes en trois vasatde

LS est appliquée aprés un nombre d'itérations ddlegré global 5, et engendre une complexité importantes De

ralgorithme ALS, afin de laisser le temps a ce dernier de sgolutions a complexité réduite sont obtenues en mirntis
stabiliser. Dans [1], ce nombre est fixé & 6, mais il peret &t 1 £Ls Par rapport a deux variables seulement, ou encore en

augmenté selon les données. prenant le méme facteut = Ry = Ry = Re. Quelques
La faible valeur deR ;s pourrait induire que 'accélération OPtimisations possibles sont citees ci-apres :
n'est pas efficace. Ceci n'est pas vrai car I'effetldgs est 1. (R4, Ry, R.) donne la solution optimale

reconduit d’une itération a une autre, donnant lieu en fina
une nette diminution du nombre d’iteérations comme le m®ntr 4B et o U g . q
la figure 4. Le modeéle utilisé dans cette simulation esspnté ana ble nous MINIMISONS. 1.5 par rapport aux deux
dans la section 5. Le nombre d’itérations nécessairasarn- variablesf et R.

vergence diminue de 10000 a 4200. Il reste toutefois assez 3. (R, R, R) ou nous utilisons le méme facteur pour les

2. (R, R, R.) ou nous utilisons le méme facteRrpour A

élevé, d'ou la nécessité de trouver une nouvelle odghqui trois matrices

réduise significativement la complexité de ALS. 4. R(Ry, R.) oti nous utilisons le facteur de relaxatifin=
it'/3 de LS pour la matrice\, et nous minimisons (5)

4 Recherche Lirgaire Optimisée (ELS) parrapport dt, et k.

5. R(R, R) estle méme qu&(Ry, R.) avecR, = R,

6. R, R(R) ou nous optimisons par rapport/a. unique-
ment

L'idée principale derriére ELS (Enhanced Line Search)des
chercher un facteur de relaxatidiy, s optimal qui conduise a
la solution finale du cycle en une seule itération. Défomss
pour l'iteration §1), la direction du cycle pour la matrice com- _ Pour s'assurer que I'extrapolation est moins codteuséague
posanteA commeG ) — Alit—1) _ A(it-2), Gl()zt) etglit)  itérations qu eIJe remplace nous avons calculé les cempis
sont définies de maniére équivalente. Au lieu de fikg; ~ 9€ ALS et de Toptimisation 3 precedente. A chaque iterat
comme dans I'expression (3), nous cherchons le tripletrati  ALS: NOUS exécutons les étapes suivantes :

(R, Ry, R.) qui minimise : e Calculer le facteur de relaxation optima& en min-
. . imisant I'expression (5). Pour cela, deriver (5) par
Tprs =| XUXIE) (A2 4 R, GUY) rapport aR, et resoudre le polyndme de degré 5 en une

) . ) i\ 7 inconnue obtenu
(€2 + RGE) 0 (BU2 + RGI™)) " |%5)



1.4

e Calculer les nouveaux facteura(™cw), B(mew) et
C(7ew) en utilisant 'expression (3), et calculer I'erreur
correspondant®,,.,, donnée par I'expression (4)

T
—— ALS*LS
-O- ALS*ELS(R, R, R)

e Utiliser A(mew), B(rew) et C"ew) comme valeurs
initiales pour literation RRAFAC au lieu deA (1),
B(*-1) etC(*-1) et estimer le premier facteux en
utilisant la formule (2)

The average Gap

e Exécuter la troisieme I'étape de nouveau pour estimer
les autres facteuiB et C, en utilisantA et C("*) pour
estimerB, et A et B pour estimeiC

Une itération (ALS+ELS) colte enviraif + 8F?)(JK + ‘ ‘
IK + ]]) +3FIJK + 11F3 + 3F2 + FIJK + 53 = 2240 % 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
T . Number of Iterations
multiplications, lorsqud = 2, J = 3, K = 3, etF = 3. Le _ )
détail des calcul est reporté en annexe. (ALS) seul engendFIG. 2: Gap entre la vraie matrice composaAteet son es-

(F + 8F2?)(JK + IK + 1J) + 3FIJK + 11F3 4+ 3F2 =  timéeen utilisant (ALS+LS) et (ALS+ELS) avec 'optimiga
2061 multiplications, ce qui est équivalent en terme d'ordre de 2, R, ) pourt = 7/60.
grandeur.

Lorsque ALS convergence rapidement, disons en moins de Nous constatons a partir des figures 2 et 3 que ELS accélere

1000 itérations, ELS n'est d’aucune utilité. Cependeamsque a convergence'pmsqu’elle fait décroitre le nombreadations
la convergence est tres ralentie, ELS fait la differemtesela de 7100 a 350!
a complexité équivalente. Lorsque les dimensions deeen
d’'ordre N sont trés grandes et d'orde§I) (FF << I), les
complexites de (ALS) et de (ALS+ELS) sont équivalentes Comme signalé dans le resumeé, nous proposons une appli-
et égales 20(FIV). C'est aussi le cas lorsqu’'une dimen- cation de ELS a l'identification aveugle d'un UDM. Nous uti-
sion I, est beaucoup plus grande comparée aux autres dimelisons ELS pour accélérer ALESCAF, I'algorithme prop@si
sions puisque les deux algorithmes engendrent une cortéplexi7] qui consiste en lidentification aveugle d’'un UDM basée
O(Iy). sur la fonction caractéristique. En utilisant les notaside [7],

Il est intéressant de noter que l'errelif™e®) est toujours ALESCAF conduit a un modeleARAFAC d'ordre quatre :

inférieure aY(*~1) quand les valeurs optimales d&,, Ry, (PxKP?) .
et R. sont utilisees, comme dans les trois premiéres optimi- T =ADOAGA)

sations. Cependant, lorsque le facteur de relaxation dst fix ) o ]
comme dans la méthode LS;(**®) peut &tre supérieure & Le tenseurT contient les dérivées d’ordre trois de la fonc-

C1iion caractéristique conjointe des observations, caEehk’
points de la grille2. La matriceD est obtenue grace a la pro-
priété d’indépendance des sources, et ses entréedé&iimes

Tt=1) | ce qui veut dire que 'accélération peut échouer. Ce
explique la meilleure performance de ELS face & LS car acc
|ération est garantie a chaque itération. Quelquesogditions

possibles de ELS ont été implementées. Les résuleasinu-  P2" 5
lation montrent que ELS est trés attrayante. Din = ¥} )(Z Agnuglk])
q
5 Reésultats oul <k < Ketl <n < N. A estlamatrice de canal de

taille 2 x 3 a identifier.

Nous utilisons I'implémentation de ALS proposée par An-
rsson et Bro dans [1], et nous remplagons la partie LS par
€s six optimisations de ELS citées dans la figure 4. Lestroi
gources sont BPSK et nous générons un bloc infini de dennée
€n prenant e combinaisons possibles de-1, 1}. Le bruit
n'est pas pris en compte, et le nombre maximum d’itérations
est fixé a 5000.

Nous reportons sur la figure 4 le gap entre la vraie matrice
de canal et son estimée pour six optimisations de ELS, &t nou
les comparons avec (ALS+LS) et ALS non accéléré (sans LS)
La figure montre, une fois de plus, que ELS est indispensable

1 cos(f) 0 pour accélérer la convergence, puisque le nombre dtitérs
A= ( 1 ) nécessaires pour atteindre la convergence passe de 4260 av
(ALS+LS), a 2900 avec I'optimisatioft; s (R, R, R) de ELS.

Nous avons reporté sur les figures 2 et 3 I'impact de ELS sug
ALS dans le cas de Dégénérescence de 2 Facteurs (2FD),
deux facteurs composants sont presque colinéaires da tag
ce gue seule la contribution de I'un d’eux est prise en compt
[2]. La présence de 2FD ralentit la convergence et peutrenge
drer I'apparition d’intervalles de convergence lente (s\pa),
ou 'erreurY a besoin d'un trés grand nombre d’itérations afin
d’enregistrer une tres faible diminution.

Considerons le modele ARAFAC d'ordre trois de
I'expression (1) avec :

3 \/5005(9) 0 .
B=[ 0 sin@) 1 6 Conclusions
0 sin(@) O
Nous avons présenté ELS, une nouvelle méthode pour
et C est la matrice identité de taille x 3. La colinéarité est accélérer I'algorithme ALS utilisé dans la décompiositdu
contrdlée a travers la variabfequi est fixée ar/60. modele RRAFAC, et nous I'avons comparée avec les méthodes
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pour ALS avec LS, et les optimisatio(B, R, R) et(R, R, R.) (P, N) = (2,3), en utiisant Falgorithme ALESCAF.
de ELS, aved = 7/60. References
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