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Résumé — On souhaite reconstruire en ligne un signal & échantillons manquants. Lorsque la perte est élevée les méthodes
existantes peuvent conduire a I'identification de modeles instables. Nous proposons, a notre connaissance, le premier algorithme
qui permet le traitement en ligne des signaux a échantillons manquants utilisant la structure en treillis du filtre. La robustesse a
un fort taux de perte et la stabilité du modeéle ainsi identifié sont garanties. Les performances de ce nouvel algorithme dépassent
celles des algorithmes existants et ce d’autant plus que la probabilité de perte est forte.

Abstract — This paper deals with the problem of adaptive reconstruction and identification of AR processes with randomly
missing observations. Existent methods use a direct realization of the filter to identify. Therefore, the stability of the identified
filter is not guaranteed. In addition, when the probability of losing a sample is high, they may converge slowly or even fail to
converge. We propose, at our knowledge, the first algorithm that uses the lattice structure for online processing of signals with
missing samples. Hence, the model identified is guaranteed to be stable. In addition it is robust to high probabilities of losing a
sample. It shows better performances than the existant algorithmes in reconstruction of audio signals and particularly for high

probabilities of missing samples.

1 Introduction

Dans bien des applications telles que les télécommu-
nications numériques, on est confronté au traitement de
signaux ayant subi une perte d’échantillons. On propose
dans ce papier d’identifier et de reconstruire en ligne un
signal caractérisé par un processus AR non stationnaire
ayant subi une perte d’échantillons. La perte d’échantillons
est aléatoire suivant une loi de Bernoulli indépendante du
signal.

Plusieurs algorithmes telles que [1, 2, 4, 6, 7] ont déja été
proposés pour le traitement en ligne de signaux a échan-
tillons manquants. L’algorithme RLS pseudo linéaire [6],
une adaptation de I'algorithme RLS a lidentification de
signaux a données manquantes, est I'un des plus récents.
Par contre, cet algorithme converge vers une estimation
biaisée des parametres. Récemment [9], nous avons pro-
posé d’utiliser un filtre de Kalman pour une prédiction
optimale conjointement avec ’algorithme RLS pseudo li-
néaire pour résoudre ce probleme de biais. L’algorithme
proposé offre une reconstruction optimale du signal au
sens des moindres carrés ainsi qu’'une identification non
biaisée des parametres.

Tous les algorithmes déja proposés pour le traitement
des signaux a échantillons manquants utilisent une repré-
sentation directe du filtre. La stabilité du filtre identifié
n’est donc pas garantie. On propose donc d’identifier le
signal a échantillons manquants en utilisant la structure
en treillis du filtre. Makhoul et al. [5] développent une mé-
thode générale simple pour ’estimation adaptative des co-
efficients de réflexion dans un cadre de prédiction linéaire

de signaux non stationnaires. On propose alors de 'intro-
duire dans un algorithme de type RLSL [3]. On propose
d’adapter cet algorithme en utilisant un filtre de Kalman a
la reconstruction et identification de signaux non station-
naires a échantillons manquants. A notre connaissance,
c’est le premier algorithme qui permet le traitement des
signaux a échantillons manquants utilisant la structure en
treillis du filtre. Outre la stabilité du modele identifié, cet
algorithme montre une bonne dynamique de convergence
méme lorsque la probabilité de perte d’échantillons est éle-
vée. Il est donc adapté pour la reconstruction de signaux
de parole.

2 Algorithme RLSL

Les algorithmes de type RLSL sont conjointement récur-
sifs sur l'ordre et sur le temps. Ils permettent d’identifier
a chaque instant, n, les coefficients de réflexion k;g ) corres-
pondant & un étage [ du filtre en treillis pour 1 <[ < L,
L étant I'ordre du modele AR considéré. Ils sont simples
et offrent une bonne dynamique de convergence dans le
suivi des parametres d’un signal non stationnaire [3]. Pour
calculer les coefficients de réflexion kg ), Makhoul et al.
[5] proposent de minimiser la somme pondérée de f,(f)z et
bgf )2, les erreurs quadratiques de prédiction avant et arriere
pour chaque ordre [ jusqu’a l'instant n. Le coefficient de
réflexion ainsi obtenu correspond par construction a un
filtre stable. L’algorithme RLSL, utilisant ce coefficient,
vérifie & un instant n les équations récursives suivantes :
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C V= - /\Cn 1 + 2f(l 1)b51l 11)’
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f(l f(lfl) g)b(lj),
b0 — =D kv(f)fr(?*l). (3)

ou a chaque instant une récurrence sur l'ordre est néces-
saire 1 <1 < min(L,n).

Dans ce qui suit, nous proposons d’adapter cet algo-
rithme a l'identification des signaux & échantillons man-
quants, en utilisant, pour une reconstruction optimale, le
filtre de Kalman présenté dans [9].

3 Filtre de Kalman

Le processus AR, {x,}, d’ordre L vérifie 'équation aux
différences suivante : x,, = agL)xn 1+ —l—a(L)a:n_L +€n,
€, étant le processus d’innovation. On modélise la perte
d’échantillons par un processus aléatoire binaire, {c,}.
L’observation est donc donnée par y,, = ¢, Ol Y, = Ty,
si I’échantillon est disponible, sinon y, = 0. Le processus
{z,} ayant subi une perte d’échantillons admet la repré-
sentation d’état suivante :

{Xn+1 :Axn+[1OO]T€n+1 (4)
Ynt+1 = CTTL+1 Xn+1
L L
AP a®
1 0
ou A = de dimensions LxL.
0 1 0
T T .
Xp = [Tny oy Tn—rpt+1] €t Cn = [cy,0,...,0] de dimen-
sion L.

A Tinstant n + 1, les états prédit et filtré sont notés
Xnt1n €6 Xptpijnt1- Kny1 est le gain du filtre de Kalman.
Les équations du filtre de Kalman correspondant a la re-
présentation d’état (4) peuvent étre retrouvées dans [9].

4 Algorithme proposé

Afin d’identifier un signal en utilisant un algorithme
RLSL, I’évaluation des erreurs de prédiction avant et ar-
riere (ffll))lngL et (bﬁ))lglg est nécessaire & chaque ins-
tant. Ceci nécessite a chaque instant la valeur du signal.
Quand un échantillon est absent, une estimation optimale
au sens des moindres carrés des erreurs de prédiction est
requise, puisque ces valeurs sont utilisées a 1’étape sui-
vante. Celles-ci sont estimées grace au filtre de Kalman et
minimisées par l'algorithme RLSL. Utilisant le théoreme
des observations manquantes [8], dans le cas de signaux a
échantillons manquants les équations récursives sur ’ordre
pour 'estimation des erreurs de prédiction avant et arriere
sont initialisées par f(o) = b(o) = Zpjn, OU Ty, est la pré-
diction de x,, obtenue grace au filtre de Kalman.

Puisque le filtre de Kalman utilise une représentation
directe du filtre, une transformation des coefficients de ré-
flexion doit étre faite a chaque instant pour obtenir une
estimation des parametres AR. Cette transformation est
fournie par Palgorithme de Durbin-Levinson [3].

Comme il a été démontré dans [9], le filtre de Kalman
utilisé corrige la prédiction d’un échantillon manquant au
cours des L étapes suivantes. selon ’équation suivante :

t
Triljnst = i‘n+1\n+z Konti(i) (Ynti — Gnintio1) (5)
i=1
oul<t<L-1.

Pour cela, nous proposons d’utiliser, pour I’estimation
des erreurs de prédiction avant et arriere, une version cor-
rigée de la prédiction de I’échantillon. Pour éviter de recal-
culer plusieurs fois les mémes parametres du filtre, nous
proposons ce qui suit.

Si a linstant n un échantillon est absent, on le pré-
dit a l'aide du filtre de Kalman. Les erreurs de prédic-
tion et les coefficients de réflexion ne sont calculés que
lorsque la prédiction de ’échantillon est corrigée, c.-a-d.
jusqu’a ce qu'un nouvel échantillon soit disponible. Quand
un échantillon est disponible a l'instant n + ¢, le filtre de
Kalman corrige la prédiction des échantillons manquants
précédents. Nous revenons alors au dernier échantillon dis-
ponible a I'instant n — h et calculons toutes les variables
du filtre en treillis correspondant aux échantillons absents
entre les instants n — h et l'instant courant.

L’algorithme proposé se résume donc a l'instant n + 1
aux étapes suivantes : La premiere ligne de la matrice A
est remplacée par 'estimation des parametres a l'instant
n. Elle est alors notée A,,41.

Pn-‘rl\n - An+1Pn|nAn+1 + RE?
Xn+1|n - An+lxn|n (6)
yn+1|n - Cn+1mn+1|n

Si xp41 est disponible, i.e. ¢,41 =1,

Knpi1 = Pn+1\ncn+1(CI+1Pn+1|nCn+1>_1a (7a)
Posijnt1 = (Is — Kns16p 1) Pasijn, (7b)
)A(nJrl\nJrl = )A(n+1|n + Knt1(Ynt+1 — gn+1|n) (7c)

oll Ppi1n et Pyyijn41 sont les matrices de covariance de

I’erreur de prédiction a priori et a posteriori.

La prédiction des données manquantes précédentes jus-
qu’a 'instant n— L+1 sont alors corrigées grace au filtre de
Kalman. On calcule alors les variables du filtre en treillis
a partir de la derniére observation & 'instant n — h. Ainsi
pour tous les instants entre n — h 4+ 1 et n + 1, les dif-
férents coefficients de réflexions sont calculés grace aux
équations récursives sur 'ordre (3) et (2). Les valeurs
des erreurs avant et arriere sont initialisées par la valeur
corrigée des prédictions des échantillons manquants, i.e.
ft(o) = 8%0) = Z4|n41- Enfin, les parametres a; sont estimés
a partir des coefficients de réflexion grace a ’algorithme
de Durbin Levinson.

Par contre si x,,+1 est manquant, le gain de Kalman est
nul K, 11 = 0. Ainsi I'état prédit n’est pas filtré X, 1)1 =
Xp+1|n €t la matrice de covariance de l'erreur est conser-
vée a posteriori Py yijnt1 = Ppi1jn- Les parametres sont

donc conservés a ( ) —é(L)
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5 Simulations

Cet algorithme est comparé & celui proposé dans [9] a
travers deux expériences. Le signal test utilisé pour la pre-
miere expérience est un processus AR non stationnaire
d’ordre 2 ayant subi une perte d’échantillons dont la pro-
babilité est élevée. Dans 'autre, les deux algorithmes sont
appliqués a la reconstruction d’un signal de parole pour
différentes probabilités de perte d’échantillons. Leurs per-
formances dans la reconstruction du signal est mesurée en
termes du RSB (Rapport Signal sur Bruit de reconstruc-
tion) donné par :

N 2
(SNR) = 10logo (ZNZ_I> . (8)

i1 (T — 2)?

5.1 Expérience 1

Le signal test utilisé dans cette expérience est un proces-
sus AR non stationnaire d’ordre 2 généré sur 15.10 échan-
tillons. Les parametres du signal sont [1.5,—1] pour les
premiers 5.103 échantillons, [—0.5, —1] pour les prochains
5.10% échantillons et finalement [0.5, —1]. La probabilité
de perte d’échantillon est de ¢ = 0.7. Le facteur d’oubli
choisi est de A = 0.99. La figure 1, montre Iestimation
du premier parametre utilisant les deux algorithmes. Elle
montre que l'algorithme proposé offre une convergence
plus rapide que 'autre algorithme méme pour un nombre
élevé d’échantillons absents. Pour des facteurs d’oubli plus
faibles, les deux algorithmes convergent comme il se doit
plus rapidement, ceci est aux dépens d’une plus grande
variance sur ’estimation des parametres. Les simulations
montrent que la vitesse de convergence du Kalman RLS
pseudo linéaire dépend du schéma et de la probabilité de
perte des échantillons. En effet, cette expérience a été re-
produite pour 100 générations du schémas de perte. Le
rapport signal & bruit de reconstruction (RSB) obtenu
grace a l'algorithme Kalman RLS pseudo linéaire est 36
fois inférieur & 10 dB alors qu’il I’est une seule fois avec I’al-
gorithme proposé. Ceci est di a un retard dans la conver-
gence ou a une divergence, ce qui est le cas trois fois.

Par ailleurs, cette figure semble montrer que I’algorithme
proposé converge vers une estimation non biaisée des para-
metres. Cependant, il existe un biais dii & la minimisation
des erreurs de prédiction aux instants ou les échantillons
sont manquants. Ce biais est d’autant plus faible que as
est voisin de 'unité (proche de la zone d’instabilité). De
tels signaux correspondent a des filtres résonnants. Ces
propriétés de 'algorithme permettent d’envisager une ap-
plication a la reconstruction de signaux de parole ou de
musique. Ceci est le cas de la deuxieme expérience.

5.2 Expérience 2

Les deux algorithmes comparés sont appliqués a la re-
construction du signal test usuel 'Mary had a little lamb,
its fleece was white as snow’ échantillonné a 8kHz. Ce
signal est reconstruit utilisant les deux algorithmes com-
parés pour différentes probabilités de perte d’échantillons.
Pour chaque probabilité de perte, le schémas d’observa-
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Fic. 1 — Estimation du parametre a; par les deux algo-
rithmes comparés.

tion est regénéré 1000 fois. Ainsi pour chaque algorithme,
la moyenne et la variance du RSB sont estimées pour
chaque probabilité de perte sur ’ensemble des différents
schémas d’observations. La facteur d’oubli utilisé pour les
deux algorithmes est de A = 0.99. Pour cette valeur du fac-
teur d’oubli, les deux algorithmes offrent de bonnes perfor-
mances. Le signal de parole est modélisé par un processus
AR d’ordre 12.

Les figures 2 et 3 montrent la moyenne et 1’écart type
du RSB pour chacun des algorithmes en fonction de la
probabilité de perte d’échantillons.
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Fia. 2 - RSB moyen en fonction de la probabilité de perte
d’échantillons pour ’expérience 2.

La figure 2 montre que ’algorithme proposé offre en
moyenne de meilleurs performances que celles obtenues
grace a l'autre algorithme en terme d’erreur de recons-
truction particulierement pour les hautes probabilités de
perte d’échantillons. Le RSB moyen obtenu gréace a l'al-
gorithme proposé décroit linéairement lorsque la probabi-
lité de perte croit. Par contre, la décroissance du RSB est
exponentielle utilisant ’algorithme Kalman RLS pseudo
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F1G. 3 — Ecart type du RSB en fonction de la probabilité
de perte d’échantillons pour ’expérience 2.

linéaire. Ainsi, pour une perte de 70% des échantillons, le
RSB obtenu gréace a l'algorithme proposé est supérieur en
moyenne de 4.5 dB de celui obtenu grace au Kalman RLS
pseudo linéaire. Cet écart moyen est de 17 dB lorsque 85
% des échantillons sont manquants. Il est & noter ici que le
signal reconstruit utilisant ’algorithme proposé est intelli-
gible méme lorsque 85 % des échantillons sont manquants
aléatoirement.

De plus, la figure 3 montre que I’écart type du RSB ob-
tenu grace a l'algorithme proposé est négligeable devant
celui obtenu utilisant 'autre algorithme. De surcroit, il
est presque constant pour toutes les probabilités de perte
d’échantillons. Ceci montre la robustesse de ’algorithme
proposé aux larges probabilités de pertes d’échantillons
ainsi qu’aux schémas d’observation du signal. D’autre part,
I’écart type du RSB obtenu griace a l'autre algorithme
croit exponentiellement avec la probabilité de perte. On
en conclut que la reconstruction du signal utilisant 1’al-
gorithme Kalman RLS pseudo linéaire est fortement dé-
pendante du schémas d’observation pour les probabilités
de perte d’échantillons élevées. En effet, un signal de pa-
role n’est pas stationnaire, les parametres du modele AR
correspondant sont stationnaires pour de faibles durées.
Lorsque la probabilité de perte d’échantillons est élevée,
lalgorithme Kalman RLS pseudo linéaire n’arrive pas a
suivre les variations des parametres.

6 Conclusion

On propose un nouvel algorithme pour une identifica-
tion stable adaptative et une reconstruction robuste d’un
processus d’AR a échantillons manquants. A notre connais-
sance, c’est le premier algorithme qui permet un traite-
ment en ligne de signaux a échantillons manquants uti-
lisant une structure de trellis du filtre. Il utilise un al-
gorithme de type RLSL adapté au probleme d’identifica-
tion de signaux a échantillons manquants combiné a un
filtre de Kalman pour la reconstruction. Cet algorithme
garantit la stabilité du modele identifié. En outre, il est

robuste aux larges probabilités de pertes. De plus, les si-
mulations montrent qu’il offre une convergence rapide et
un bon suivi des parameétres pour toues les probabilités
de perte d’échantillons. Cependant, ceci est aux dépens
d’un biais d’identification di a la fonction de cotit mini-
misée par l'algorithme. Cet algorithme a été comparé au
Kalman RLS pseudo linéaire 'algorithme citerawadl. Le
dernier utilise une réalisation directe du filtre, par consé-
quent la stabilité du filtre identifié n’est pas garantie. En
outre, les simulations montrent que ses performances dé-
pendent fortement du schémas d’observation en particu-
lier pour des probabilités de perte d’échantillons élevées.
L’application des deux algorithmes a la reconstruction de
signaux de paroles montre ’avantage de I’algorithme pro-
posé en termes d’erreur de reconstruction et en particulier
pour des probabilités de perte d’échantillons élevées. Des
tests d’écoute approuvent les résultats obtenus. En effet,
un signal de parole reconstruit en utilisant 1’algorithme
proposé reste intelligible méme lorsque 85 % des échan-
tillons sont manquants.
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