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Singularité et couleur
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Résumé — On peut obtenir des signaux singuliers en filtrant un bruit blanc symétrique de Bernoulii dans un filtre causal satisfaisant certaines
conditions sur la localisation de ses pdles. On étudie sous quelles conditions la singularité peut se conserver quand la blancheur du bruit d’entrée
est abandonnéée. Les résultats théoriques sont validés par des expériences sur ordinateur.

Abstract — Singular random signals can be obtained at the output of some linear filters when the input is a Bernoulli white noise. It is shown
that this whiteness assumption can be relaxed and some examples of colored Bernoulli signals generating singularity by filtering are presented.

Computer experiments are realized in order to verify these results.

1 Introduction et historique

On dit qu’une variable aléatoire (VA) est singuliére si sa
fonction de répartition (FR) F'(x) est continue avec une dérivée
nulle presque partout. De méme un signal aléatoire a temps dis-
cret est dit singulier si toutes ses valeurs X, sont des VA sin-
gulieres.

Les VA singuliéres sont souvent considérées comme des cu-
riosités mathématiques sans grand intérét en théorie du signal.
Toutefois I’attention des spécialistes de signal aurait di étre at-
tirée par le résultat suivant connu depuis la moitié du siécle der-
nier et qui est le point de départ de toute la suite : soit W, une
suite de VA indépendantes et identiquement distribuées (11D)
de Bernoulli symétrique, c’est-a-dire ne prenant que les valeurs
+1 avec les mémes probabilités, dénommée dans la suite bruit
blanc de Bernoulli symétrique. La VA X définie par la série

o0
X => a'w, (1)
k=0
convergente si 0 < |a| < 1, est singuliére si 0 < |a| < 1/2
[1]. 1l s’agit d’une des séries les plus simples que I’on puisse
imaginer, ce qui montre la banalité de la singularité. Ce résultat
a été le point de départ d’un trés grand nombre de travaux de
mathématiques pures jusqu’a aujourd’hui et on peut en trouver
I’histoire dans [2]. Mais il a de plus une relation directe avec le
traitement du signal. En effet la VA X a la forme de la sortie
d’un filtre linéaire exponentiel a temps discret, filtre causal de
réponse percussionnelle (RP) h, = a*, attaqué par un bruit
blanc de Bernoulli. Dans le domaine du traitement du signal
ces bruits se rencontrent dans les communications numériques
et I’apparition de la singularité en traitement du signal a été
entrevue de temps a autre [3, 4, 5].

Dans [6] nous avons repris la question du point de vue de la
théorie du signal. On a en particulier étudié les conditions que
doit satisfaire la RP h; d’un filtre linéaire causal pour que la
sortie soit singulieére quand I’entrée est un bruit blanc de Ber-
noulli. Ceci revient a remplacer dans (1) a* par h;. Onaen par-
ticulier montré que si les pdles du filtre se trouvent a I’intérieur
du cercle de singularité, cercle de méme centre que le cercle
de stabilité mais de rayon 1/2, la sortie est singuliére. Dans

la démonstration la blancheur du signal W}, joue un rdle es-
sentiel, comme d’ailleurs dans celle du résultat fondamental de
départ relatif au filtre exponentiel. 1l est donc tout a fait naturel
de chercher s’il est possible de s’affranchir de cette blancheur,
c’est-a-dire d’introduire de la couleur, tout en conservant la sin-
gularité. C’est le principal objectif de cette présentation. Afin
d’en assurer la simplicité on se limite dans la suite au cas du
filtrage exponentiel, la généralisation & d’autres filtres pouvant
se faire avec les mémes méthodes que celles utilisées dans [6].

2 Condition suffisante de singularité

Selon le théoréme de décomposition de Lebesgue toute FR
F(x) se décompose de maniére unique sous la forme

F(z) = a1Fe(z) + aoFa(x) + asFs(x), )

avec a; > 0 et a; + as + ag = 1. Les trois fonctions F;
de cette décomposition sont les FR respectivement d’une VA
continue, d’une VA discréte et d’une VA singuliére. Si I’'un des
coefficients a; vaut 1 on dit que F(z) est pure. Par ailleurs le
spectre d’une VA est I’ensemble des points de croissance de sa
FR F(z) et la mesure spectrale (MS) de X est la mesure de
Lebesgue de son spectre. Si la MS est nulle, a; = 0 et X est
alors soit discréte, soit singuliére, soit un mélange des deux.

Pour répondre & la question de départ il faut analyser le r6le
joué par les trois hypothéses conduisant a la singularité de X :
1. structure du filtre, 2. caractére discret de W}, qui ne prend
que les valeurs +1, 3. blancheur de W.

La condition sur les pdles du filtre, qui ici s’crit |a] < 1/2,
et le caractere discret de Wy, assurent la nullité de la MS, ce qui
donne a; = 0. La blancheur assure la nullité de la composante
discréte, soit a; = 0. Il en résulte que a3 = 1, c’est-a-dire
que la VA est singuliére. Dans le cas ou le signal d’entrée est
coloré, la seule question a examiner est donc de savoir sous
quelles conditions on peut encore avoir as = 0, soit I’absence
de composante discreéte.

Soit X la VA

N
XN = Z hkakv (3)
k=0
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C’est la somme partielle aboutissant & la série (1). Cette VA
prend 2N+ valeurs distinctes v¥. A chacune de ces valeurs
obtenues a I’étape N on peut associer deux valeurs correspon-
danta I’étape N + 1 définies par v¥ & *1. On introduit ainsi
comme en [6] un arbre de construction des valeurs possibles de
X etachacune des valeurs v¥ on associe un noeud V.V de cet
arbre. 11 est facile de vérifier que la condition |a| < 1/2 assure
qu’il n’y a pas de croisement entre les 2V +1 branches de I’arbre
allant de I’origine V de I’arbre (v)¥ = 0 pour N = —1) aux
2N+1 noeuds V;V existant a I’étape N. Il 'y a donc un chemin
unique dans I’arbre menant de V' a tout noeud V"V, et I’on peut
ainsi introduire I’indice 7Y (i), 0 < k < N définissant le noeud
de ce chemin & I’étape k. Ces noeuds correspondent donc aux
valeurs vf’i(ﬂ' De méme on peut montrer que I’ensemble des

valeurs possibles de X est de mesure nulle. A chaque noeud
V.Y on associe une probabilité p (i) définie par

pn(i) & PXy =oN], 1 <i<2V+L (4)

Il est évident que lorsque les W, sont des VA 11D de Bernoulli
symétriques, ces probabilités valent 2~ (V+1) et tendent donc
toutes vers 0 quand N — oo. C’est cette propriété qui assure
I’absence de composante continue (a2 = 0) dans F'(x) puis-
qu’il ne peut exister de valeur possible v> de X ayant une
probabilité finie. Pour étendre ce résultat au cas coloré il faut
une méthode permettant soit de calculer les probabilités p ()
soit a défaut d’en trouver une borne supérieure.

Pour le calcul des py (i) on introduit les probabilités de tran-
sition dans I’arbre définies par

A _
= py[Xn =) Xy =v) 1. (5)

PN (iv ])

. P oN+1 ..
Elles satisfont évidemment >"7_, p(i,j) = 1. Cependant on
rappelle que tout noeud VjN*1 de I’arbre engendre seulement
deux noeuds V¥ caractérisés par les indices i (5) and i_ ()
et donc associés aux valeurs v} (j) = v} ' & a™. En consé-
quence pour un j donné il n’y a que deux termes dans la somme
précédente et I’on a

pnli+(4), 5] +pNli-(5),5)] = 1. (6)

Il résulte également de I’absence de croisement des branches de
I’arbre de construction qu’il n’y a pas de noeuds doubles, ce qui
signifie que tout noeud V;V a I’étape IV est atteint par une seule
branche provenant d’un seul noeud a I’étape N — 1 dénommé
VJJ(VL)*1 En conséquence py (7, j) est nulle sauf si j = j(i), ou
s’écritpn (4, 7) 0[5 — j(i)], d[k] étant le symbole de Kronecker
delta valant 1 pour £ = 0 et O dans le cas contraire. Ainsi le
seul py (4, 7) non nul peut s’écrire

an (i) 2 pwli, §(3)], 7)

valable pour N > 0, avec en plus go (i) = 1/2.

On déduit donc des formules précédentes que la probabilité
(i, §) = pnl(en = o)) N (@y—1 = v )] vaut
7(i,j) = pn-1(4) - pn(i,7) 8[j — j(9)]. ®)

Par une sommation sur j, qui ne contient d’ailleurs qu’un seul
terme, on déduit

pn (1) = pn—1[j(?)] gn (3). )

On a donc une forme récursive sur le paramétre N et en I’ap-
pliquant a chaque noeud du trajet unique allant de V' a V.V on
obtient

pn(i) = [T arlit’ @) = T o {ir (). 417 ()]} (10)
k=0 k=0

Il est facile de voir que ces probabilités sont bien normées.
Quand les VA W, sont 11D on a évidemment gy [iYY (i)] = 1/2,
et I’on retrouve que toutes les valeurs v ont la méme proba-
bilité 1/2V+1,

Cette formule est la base de ce qui va suivre. En effet si la
MS de X est nulle, ce qui arrive dés que |a| < 1/2, et si les
pn (i) tendent vers 0 quant IV tend vers I’infini, il n’y a pas de
valeur possible de X avec un probabilité finie, ce qui signifie
que la composante discréte de F'(z) est nulle, soit az = 0, et il
en résulte que X est singuliére.

En particulier une condition suffisante assurant cette singu-
larité est évidemment

0<gn(i)<B<1. (11)

3 Relations avec la couleur

La couleur étant une propriété fréquentielle, ou temporelle
par dualité, il importe de transformer les probabilités de tran-
sition dans I’arbre apparaissant dans (10) et définies par (5)
en probabilités de transition dans le temps. Pour ceci on intro-
duit le vecteur W de composantes Wy, W,...,Wx qui cor-
respond a une suite de +1. Il résulte de I’unicité du trajet dans
I’arbre entre V et V, qu’il y a une correspondance biunivoque
entre chaque valeur possible v}¥ de Xy et un vecteur wy bien
défini. Soit wy_1(j) le vecteur associé ainsi au noeud v]N‘l.
Dans ces conditions les seules probabilités de transition (5) non
nulles se limitent aux deux probabilités

pnlix1(5),j] = P[Wn = £1|lwn ()] (12)

On voit donc apparaitre les probabilités d’une valeur du signal
Wy, a I’instant N conditionnellement au passé qui sont direc-
tement liées au probléme de la prédiction d’un signal & un pas
et passé infini et également au caractére Markovien. C’est cette
seconde propriété que nous allons commencer a approfondir.
Un signal W, est dit Markovien d’ordre P s’il peut s’écrire

Wi = f(Wi—1, Wi—2, ..., Wi—p,By), (13)

ou By, est un bruit blanc vectoriel. La fonction f(.) et le bruit
B, doivent satisfaire des conditions assurant que W, soit un
signal de Bernoulli symétrique. Il est clair que W n’est pas
blanc. 1l est facile de construire des exemples de tels signaux
et on le fera dans la suite. Ainsi la DDP conditionnellement &
tout le passé ne dépend en fait que d’un passé d’ordre N, ce
qui peut s’exprimer sous la forme

pn(i+()),J] = P[Wn = £l|lwn—_1,...,wn—p]. (14)

Mais comme les quantits wy ne prennent que les valeurs +1
il n’y a que 2% valeurs distinctes de py[i=(j), j] et si aucune
d’elles n’est égale a 1, ce qui est le cas le plus courant, la condi-
tion (11) est satisfaite et il en résulte que X est une VA sin-
guliere bien que W soit coloré.

L’introduction de la couleur permet de comprendre pourquoi
la condition |a| < 1/2 qui assure la nullité de la MS de X est
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insuffisante pour en assurer la singularité. En effet on peut trés
bien avoir a; = 1, ce qui signifie que X et une VA discréte.
Le meilleur exemple apparait quand W, est un signal de Ber-
noulli symétrique prédictible avec un passé fini. Ceci se pro-
duit si dans (13) le bruit By est nul. En raison de la station-
narité ceci donne Wy, = h(Wy, W1, ..., Wp_1) etiil en est de
méme de X. Comme les W, ne prennent que deux valeurs dis-
tinctes, X ne prend au maximum que 2% valeurs distinctes.
C’est donc une VA discréte. Le meilleur exemple d’un tel si-
gnal est W, = Wy (—1)*, oli W, est Bernoulli symétrique. 11
en est évidemment de méme de Wy. Il est clair que ce signal
n’est pas blanc et sa fonction de corrélation est (—1)!*I qui in-
troduit un spectre de raies et une corrélation a longue portée.
On voit alors que X est une VA discréte ne prenant que les
valeurs £1/(1 + a) avec les mémes probabilités.

Enfin la FR de X peut &tre un mélange d’une composante
discréte et singuliére. On en présente un exemple expérimental
dans le paragraphe suivant.

4 EXxpériences

Les résultats expérimentaux présentés ci-dessous sont obte-
nus par le méme type de méthode que ceux décrites dans [6].
Partant d’un signal de Bernoulli 1/}, blanc ou non, on le trans-
forme par filtrage exponentiel en un signal X, donton prend un
trés grand nombre d’échantillons (de I’ordre de 107) que I’on
analyse par des histogrammes a effet d’échelle.

Reprenons trés brievement toutes ces étapes. Engendrer par
ordinateur une suite de VA de Bernoulli symétriques 11D ne
pose aucun probléme. Introduire une corrélation tout en conser-
vant la distribution est un peu plus complexe et I’on a choisi ici
la méthode suivante. Soit Uy, un bruit blanc ne prenant que les
valeurs 0 ou 1 avec respectivement les probabioliltés 1 — p et
p et Vi un autre bruit blanc indépendant du précédent et de
Bernoulli symétrique. Soit alors le signal

Wi = UpWi_1 + U Vi, (15)

ol Uy, = 1 — Uy. Il est markovien d’ordre 1 et il a la forme (13)
avec P =1 et By = [Uy, Vi].

Il est évident que si W} est une VA de Bernoulli symétrique,
il en est de méme pour W;. En fait on peut montrer que, quelle
que soit la valeur initiale Wy, W}, tend a devenir une VA de
Bernoulli symétrique. De plus sa fonction de corrélation vaut
e = p!*l. Cette fonction de corrélation exponentielle se ren-
contre trés fréquemment dans le cas des signaux markoviens
d’ordre un. Pour p = 0, Ur = 0, et W}, est le bruit blanc V
avec une fonction de corrélation nulle. Par ailleurs si p = 1,
Ur = 1 et W, = Wy, ce qui introduit un signal constant avec
une fonction de corrélation a portée infinie.

Pour réaliser le filtrage a RP exponentielle de W, on utilise
la forme récursive du filtrage d’ordre 1 définie par la relation
X = aXp_1+ W} o0 Wy, est donné par (15). On obtient ainsi
par deux récurrences trés simples les échantillons du signal X,
qui sont analysés par histogrammes a effet d’échelle.

Un histogramme uniforme des valeurs des échantillons X,
est défini par un intervalle d’analyse et par le nombre de cel-
lules conjointes et de méme largeur en lesquelles cet intervalle
est découpé. Lorsque ce nombre est trés grand la largeur des
cellules tend vers 0 et I’histogramme donne une estimation de
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o s
1.465 1.47 1.475 1.48 1.485 1.49 1.495 1.5

o 6
1.488 1.49 1.492 1.494 1.496 1.498 1.5

o 7
1.496 1.4965 1.497 1.4975 1.498 1.4985 1.499 1.4995 1.5

Figure 1

la DDP commune a tous les échantillons analysés. Comme la
singularité concerne précisément la DDP on peut penser que
les histogrammes sont un outil de choix d’analyse. Mais faire
tendre vers 0 la largeur des cellules sans autre condition n’a
pas a priori d’intérét puisque la DDP étant théoriquement nulle
presque partout I’histogramme n’enregistra aucun élément.

Il faut utiliser les histogrammes a effet d’échelle en s’inspi-
rant de I’arbre de construction des valeurs successives utilisées
ci-dessus.

L’idée consiste a analyser le méme ensemble d’échantillons
du signal X, a I’aide d’une série d’histogrammes dont les cen-
tres se trouvent & des noeuds de I’arbre de construction corres-
pondant a des étapes N croissantes. Il est facile de voir que les
valeurs possibles de X construites & partir de branches issues
d’un noeud v se trouvent dans un intervalle centré en ce point
et de largeur 2a™¥*1/(1 — a), N > —1. On a donc en faisant
croitre N une série d’intervalles de plus en plus petits mais tous
divisés en 400 cellules et I’on mesure le nombre d’échantillons
tombant dans chacune de ces cellules. Ces nombres diminuent
évidemment rapidement quand N crofit, ce qui donne la limite
de ce nombre.

Sur la figure 1 on représente sept histogrammes successifs a
des échelles de plus en plus fines dans le cas ou W est blanc
et pour a = 1/3. Le premier histogramme correspondant a
N = —1 est en fait I’histogramme complet des valeurs prises
par les échantillons de X;. Comme attendu il est symétrique
par rapporta 0 et les valeurs extrémessont +1/(1—a) = +1, 5.
L’histogramme suivant est centré au point 1 et s’étend de 0,5 &
1,5, et ainsi de suite pour les suivants. L’effet d’échelle est de
I’ordre de 800, rapport entre les extensions du premier et du
dernier histogramme. Le nombre d’échantillons enregistrés par
cellule décrofit, comme annoncé, passant de I’ordre de 5.10* a
700. Malgré cette analyse de plus en plus fine la forme des his-
togrammes reste la méme et I’on peut prolonger par la pensée le
résultat jusqu’a I’infin. Il met en évidence un caractére fractal,
caractéristique de la singularité.

Sur la figure 2 on reprend les expériences exactement dans
les mémes conditions mais en prenant des W, corrélés selon
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le modéle markovien (15). Le paramétre du filtrage est tou-
jours a = 1/3, et celui du modele est p = 1/2. Deux faits ap-
paraissent clairement. Le caractére fractal demeure, ce qui in-
dique a nouveau la singularité. Par contre les nombres d’échan-
tillons mesurés par cellules des histogrammes ne sont plus ap-
proximativement constants, comme sur la figure 1. Bien que
le calcul soit trés compliqué ce résultat peut aussi se prévoir
théoriquement.

Sur les figures 3 et 4 on analyse le mélange entre distribu-
tions discrétes et singuliéres. On suppose que W, est, avec une
probabilité o, égal & Wy (—1)* ou, avec une probabilité 1 — «,
est un bruit blanc de Bernoulli symétrique indépendant de 1,
qui est aussi une VA de Bernoulli symétrique. La fonction de
corrélation est évidemment v, = a(—1)* + (1 — a)d[k] et
la FR de X est F'(z) = aFy(x) + (1 — o) Fg(x), et elle est
donc un mélange de composantes discréte et singuliére. Les
résultats expérimentaux sont présentés comme précédemment
pour ¢ = 1/3, ce qui entraine la nullité de la MS de X, et
a = 1/2. Il en résulte que X peut prendre les valeurs +0, 75
avec la probabilité 0.25. Sur la figure 3 on présente des histo-
grammes a effet d’échelle comme sur les figures précédentes.
On voit bien apparaitre une raie pour les valeurs -0, 75. Pour
voir si la raie n’est pas un artefact expérimental on présente
sur la figure 4 des histogrammes isolant le point 0,75 avec une
fenétre d’analyse de plus en plus petite. S’il y a bien une com-
posante discréte le nombre d’échantillons mesurés dans ces
fenétres successives ne doit pas varier, et c’est ce qui apparait
sur la figure. De plus ce nombre est égal a 2.500, ce que prévoit
la théorie. En effet les quatre expériences sont réalisées avec
108 échantillons et comme la probabilité pour que X prenne
la valeur 0,75 est de 0,25, ceci donne bien approximativement
2.500 échantillons dans la fenétre de I’histogramme centrée sur
0,75. Cet exemple illustre bien que la nullité de la MS assurée
par la valeur a = 1/3 n’entraine pas nécessairement la singu-
larité lorsque le bruit d’entrée de Bernoulli n’est plus blanc.
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