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Résune —Dans cet article, nous nous @messonst la cetermination de la matrice de covariance optimisant I'information mutuelle moyenne
des canaux MIMO de Rice bi-c@les. Ce prol#me est classiquemerésolu par des techniques nériues @cessitant I'utilisation de lourdes
simulations de Monte-Carlo. Dans [2] et [1], nous avons néqtre I'information mutuelle moyenne pektre approxinée par un terme plus
simple cfini comme sa limite quand le nombre d’antenneésmssion et deéception convergent vers l'infini augme rythme. [1] indique que
I'approximant est fiable #@me pour des nombres d’antennealistes, et propose un algorithme d’optimisation de I'approximant de conplexit
réduite. Desé&sultats de convergence de cet algorithme sont a@ssans preuve dans [1], notemment la coneatiicte de I'approximant qui
joue un ble fondamental. Le but de cet article est dedeblir.

Abstract — We address the evaluation problem of the capacity achieving input covariance matrices of correlated MIMO Rician channels. This
issue can be solved using high cost numerical methods based on Monte Carlo simulations. In [2] and [1], we showed that the ergodic mutual
information of such channels can be approximated by a simpler term defined as its limit when the number of transmit and receive antennas
converge to+-oo at the same rate. In [1], we have proposed a computationally attractive iterative maximization algorithm of the approximant.
Certain related convergence results are stated without proof in [1]. In the present paper, we establish the strict concavity of the approximant, as
well as these convergence results.

1 Introduction. receptionV est une matrice ahtoire donée par
1 -
On consi@re un systme de communication muni dean- V= ﬁcl/chl/Q 3)

tennes cémissions et deantennes deéception, et I'on ésigne
par H la matricer x ¢ repesentant les gains complexes entre
les differentsémetteurs etécepteurs. A un instant doanle
vecteury de dimension: regqu peut sécrire sous la forme

ou W est une matrice éhtoire cenge, dont le€léments sont
des variables &htoires gaussiennes complexesjmehdantes
de variance 1V represente la composante diffusive du canal
de propagation. Les matric€s> 0 andC > 0 mocelisent les
y=Hx+2z (1) correlations entre antennesémhission et deéception respec-
tivement. Cette structure particétie correspond auds clas-
oll z est un vecteur &htoire gaussien complexe de variancesique moéle de Kronecker.
o2 repiésentant le bruit thermique, ell & repésente le vec-
teur de dimensiontransmis par Bmetteur. Afin de prendre en  Afin de profiter des potentielles @tiorations fournies par
compte le fait que la puissance totalé@mfission est finie, la les sysemes MIMO en terme d’'accroissement @b de trans-
matrice de covarianc® = E(xx!) dex est suppose \erifier  mission, il est fondamental de configurégmetteur en fonction
la contraintt%TrQ =1. des connaissances disponibles sur le canal. Dans le contexte du
Nous nous plagons dans le contexte d’'un canal MIMO derésent article, nous supposons gfieest connue duécepteur
Rice bi-coréle, c’esta-dire que la matric#I pos®de la struc- (via des gquences d'apprentissage par exemple), tandis que,
ture suivante : du fait de la variabilié temporelle dév, seules les statistiques
H=A+V (2) deH,ie. A, C, etC sont connues deédmetteur. Lune des
fapons de poser le probine de la conception dettnetteur est
La matriceA est ceterministe, et est duEela pesence dventuels de cherchera optimiser la matric& du vecteurx transmis.
trajets directs entre les antennegmlission et les antennes de L'un des crikres les plus pertinents est I'information mutuelle
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moyennel (Q), qui est @&finie par 2.1 Presentation de I'algorithme d’optimisation
de [1].

Nous commengons par rappeler I'expressiod (@) donrée
dans [1], et en @duisons par la suite I'algorithmeeiatif pro-
po<.

Nous commengons par introduire deux quastiauxiliaires
0 et d, dependant d&), et qui sont éfinies par les uniques
solutions strictement positives du syste2 x 2 suivant :

K= f(K/a ’%a Q)

Cp= Sup 1(Q). (5) { Po= fmAQ)
et que le choix de la matrid®, de@; réalisant le maximum de 0U f(x, &, Q) est doni par
I estdonc t&s recommandable. Par cégsient, il est toud fait _ 1
fondamental cBtre en mesure detsoudre le prokime d'op- T [C (02(1 +CR) + AQ'/*(I+ C(Q)H)AQI/ZAH) }
timisation (5). Pour ceci, on remargque que la fonct@Qn— 8)
I(Q) eststrictement concave, et que I'ensenthlest convexe. f(k, 7, Q) par
Par conéquentQ. peutétreévallee par des techniques nariques
(voir par exemple [5]). Cependant, on se heurte au fait que I'exd ~ 2 = 1/2 A H y—1 12\ 71
pression analytique d&(Q) est extemement complexe (voir ;Tr [C(Q) <U (I+CQr) +Q AT+ CR)—AQ / ) }
par exemple [3] dans le c&3 = I etC = I), et que [Bvaluation } 5 9)
du gradient et du hessien deloit &tre effectée via des réthodes avecC(Q) = Q'/2CQ/2.
de Monte Carlo. Ceci rend I'utilisation pratique de cette ap- L équivalent éterministe/(Q) est alors don@ par la for-
proche @licate dans un contexte @mtionnel. Il est donc tout mule _ -
a fait pertinent de chercharapproximer (Q) par une fonction 1(Q) = log det [I + G(9, 5)Q}
dont la maximisation sut; est plus simplé réaliser. +log det {I i 50} _ 5268

Géréralisant desésultats obtenus dans le cAs= 0 (voir

par exemple leséférences dorres dans [4]), [2] onétabli ol G(4, ) represente la matriceéfinie positivet x ¢ definie
que lorsquer ett tendent verst-co de telle sorte qué& —  par
¢, avec 0 < ¢ < +oo, alors1(Q) peutétre approxind par G(6,6) =0C + LAH(I +6C)'A (11)
une fonction/(Q) dont I'expression est relativement simple. o?
On peut de plugtablir quel(Q) — I(Q) = O(4). Puisque La forme del(Q) se pite particulerement biera un algo-
1(Q) croit linéairement avet, ceci implique que l'erreur rela-  rithme de maximisation &ratif au cours duquel les variables
tive % est de I'ordre de}. Ceci permet de justifier le  Q et(d, §) sont Bactualiges éparemment. Ainsi, [1] propose

fait, obseré experimentalement, qUE(Q) est un approximant | algorithme suivant : N .
fiable del(Q), méme pour des valeurgalistes de- et det. — Initialisation : Qo = I, (d1,61) sont céfinis comme les
Ceci implique en particulier quil est raisonnable d’approximer ~ Solutions positives du sysme (7) dal‘,lS lequéd = Qo =
Q. par la solutionQ, du probBme de maximisation I et sontévalles en prathue par Ialgprlthme du point
fixe. Q; est alors éfini comme le maximum sug; de
dax 1(Q). (6) la fonctionQ — log det [I + G (61, 51)Q}, qui s’obtient
gracea une classique prédure de water-filling.
— lterationk : supposons qu& 1, (01, 0x—1) sont dis-
ponibles.(dy, dx) sont cefinis comme les solutions de (7)
dans lequel) = Q_1. Qi s'obtient en maximisant sur

e, la fonctionQ — log det [I + G(6, Sk)Q]

Q) =Enu [log det <L. + ;HQHHH . (4)

En effet, dsignons pag€ le cdne des matrices Hermitiennes
non-negatives x t et parC; le sous-ensemble d&constite
des matrice€ pour lesquelles Tr(Q) = 1. Il est bien connu
que le &bit maximum susceptible @fre transmis de fan
fiable sur le canal MIMCH est dong par

@)

(10)

Pour que ceci soit utile, il est bien entendecessaire de mettre
en évidence un algorithme de complexittduite permettant
d’optimiserI(Q). Un algorithme iératif de ce type &té intro-
duit recemment dans [1], mais faute de place, ses pitasrde
convergence n'y ont paste demontées. Le but de cet article
est détablir ces propétes. Dans la section 2, nougmontrons

que la fonction/ est strictement concave s@r. Gracea cette 2 2  Etablissement de la concavit large del.
propriete fondamentale, noustablissons dans la section 3 un

résultat de convergence de I'algorithme. Nous commencgons pa&tablir la concavié large del. As-
sez curieusement, la concdvitle la fonction dterminisitel
est extemement difficilea établir directement, et notre preuve

2 Concavitée stricte del. utilise paradoxalement dedsultats s aux grandes matrices
aleatoires.
Ainsi que nous l'avons rappelplus haut, la fonctio® — Les difficultes soule@es par letude directe de la conca®it

1(Q) est strictement concave stiy. Cependant, rien ne garan- deI_(Q) proviennent du fait qué est fonction de&Q mais aussi
tit & priori que I'approximanf pos®de cette propéi€ pour des  deé etd, dependant eux-8me deQ d’une faon peu explicite
valeurs finies de et det. Or, la concavi stricte del est une viale syséme (7). Pour contourner cette difficalon construit
proprieté touta fait fondamentaleésb lors qu'il s’agit de mettre  des matrices &atoiresmr x mt dont I'information mutuelle
enévidence des techniques nérigues de maximisation. moyenne (normalie) assoéie%[m(Q) va converger lorsque



Colloque GRETSI, 11-14 septembre 2007, Troyes 323

m — +oo versI(Q). Comme la limite de fonctions concaves Par ailleurs, un calcul un peu fastidieux permeiteblir qu'il
(en I’occurence%Im(Q)) demeure concave, lésultat sera existe un eéel strictement positif tel que

emontgé. Introduisons les matri ivants : Z
demontg. Introduisons les matrices suivants U (A) < =k 12)

A=L,9C A=1,0C0=1,9A,Q=L,9Q pour toutrn € N ettout) € [0, 1]. La stricte concavé provient
La matriceA est de taillerm x rm, les matricesA et Q de  alors du lemme suivant dont la preuve est omise faute de place.

taille tm x tm et ©, de taillerm x tm. Introduisons mainte- Lemme 2.2 Soit( f,)mez Une suite de fonctions deux fois conti-

nant: nument @rivables et strictement concaves §0r1] conver-
- 1 - o~ - - . . P
v — AIWA? ot H=0©+V, geant S|m’plem§nt sup, 1] vers une fonctionf. Alors, si il

vmt existe un eel strictement positit tel que

ol'W est une matrice ahtoire centeerm x tm dont lestlements liminf,, 1 f, () < =K

sont des variables gaussiennes complexexpeddantes ce@es alors la fonctionf est strictement concave sir; 1].

et de variances 1. Alors l'information mutuelle moyenne as-L wrict & deT ient immédiat  de (12
. = TQEaH L a stricte concavé del provient immédiatement de .

socéel,,(Q) = Elog det (Imr + HQH ) admet uréquivalent P (12)

déterministel,,, (Q) défini par la formule (10) et le systne (7) , .
oli on aura pris soin d'effectuer les substitutions suivantes : 3~ Convergence de l'algorithme.

temt,remr, A0, QoQ, CoA, CoA. Nous commencons par rappeler le concept classique deetitielle

Du fait de la nature bloc-diagonale des matri@sQ, A et U Sens de &eaux d'une fonctionéinie surc; .

A, le nouveau sysme (7) est rigoureusement identiguean-  Définition 3.1 Soit# (Q) une fonction éfinie onCy, et soient
cien, et admet donc les@mes solutions. D'autre part, un cal- et P 2 élements de?,. Alors, W est dite differentiable au
cul immédiat montre que &quivalent @terministe normals  sens de Gteaux au pointQ dans la directionP — Q si la

T (AN rarifia - L
—1,,(Q) vérifie : limite . W (Q+ AP — Q) — W(Q)

1- - _

—I,(Q =1Q), Vm>1. Aot A

m existe. Dans ce cas, cette limite estéet W' (Q),P — Q >.
La theorie ¢erérale rappde en introduction nous assure que

(13)

1,.(Q) — I,,(Q) — 0 quandm — occ. En particulier, Il convient de noter que pour tout € [0, 1], la matriceQ +
AP - Q) = (1-X)Q+ AP appartien& C;. Par congéquent,
lim i]m(Q) =1(Q) W (Q + A(P — Q)) a bien un sens pour toute (0,1).
m—oo M,

Nous rappelons piésent un &sultat bien connu permettant
ce qui nous assure a priori la concéviteI(Q). Remarquons de caradtriser le maximum d’une fonction strictement concave
gue la concavé stricte de%]m(Q) ne se trangfre pas par SurCi.
passagé la limite. Il est donc acessaire deérifier quel(Q)

: Proposition 3.2 Soit W une fonction strictement concave sur
est strictement concave.

C;. Alors, le maximum dé&V sur G; est atteint en un unique
_ point Q. de C;. Si de plus pour touglementsQ, P de Cq,
2.3 Etablissement de la concawt stricte del. W est differentiable au sens deA@aux au poinQ dans la

" . N T directionP — Q, alors Q. est 'uniqueglément de; véerifiant
La demonstration compte de la concawt stricte est trop Q Q g !

longue pour pouvoiltre reproduite iréigralement ici. Nous <W'(Q.),Q-Q.><0 (14)
nous contentons donc d’en donner&tapes principales. Nous pour toutélementQ of C;.

commengons par le lemme ingaiat suivant. . . ~
Introduisonsa pesent la fonctiolV (k, &, Q) obtenue en remp|aat

Lemme 2.1 La fonctionQ — I(Q) est strictement concave si dans I'expression (10) deles solutiongd, §) de (7) (qui &pendent
et seulement si pour toutes matri@@s etQ. deC;, Q; # Q2,  de Q) par des quantits fixes strictement positives, 7). En
la fonctiony(\) définie sur{0, 1] par d'autres termes

DN =T(AQ1 + (1 - A V(k, i, Q) = logdet[I + G(x, 7)Q]

v =10Q+A-HQ) +log det[I + #C] — o2tk (15)

est strictement concave sjir, 1[. On peut alors remarguer que

SoientQ; et Qq, Q; # Q2, deuxélements fies deC;. Le oV ) _
principe de la preuve consiséeétablir la stricte concavit de g~ = —to” (k= f(r K Q)) (16)
1 sur[0, 1]. Pour cela, on commence par remarquer que si on j = 42 (R — f(r, R Q))
définit ¢,,,(\) pour toutm € N par Ok ’ B
1 La premere relation provient directement de I'expression (15),
Ym(A) = —In (AQu+ (1= A)Q2) tandis que la deukime s’obtient en transformant de éexacequate
) (15). (16) impliguent qu’au poin, ¢) solution de (7), alors,
alors, v, est strictement concave sir, 1], et pour tout\ € ov
[0, 1], , — (? (6.0.Q) 0 (17)
i (0) = 9 W) iq = 0
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Cette relation joue undte important dans la mesural @lle
permet de relier la diffrentielle de Gteaux des fonctionk et
V' en un pointQ. Plus pécisemment, pour tout, <, désignons
par< V'(k, Rk, Q),P — Q) la differentielle au sens dedBaux
de la fonctionQ — V(k, &, Q) au pointQ dans la direction
P — Q. Nous pétendons en effet que pour taQtet P,
<7/(Q)7P_Q>:< V/ (6757 Q)7P_Q> (18)

oli § eté sont les solutions de (7). Cetégalié provient direc-
tement de laggle de calcul desétivees des fonctions com-
poses :

< 7/(Q)7P B
oV

Q >=< VI(5757 Q)7P - Q) >+
65.Q) < 5’~,P -Q>+

)(&SQ) <y, P-Q>

~—

(19)

0.

o< §,P-Q >et<d, P—-Q > repesentent les diirentielles
au sens de &eaux dé et consicerées en tant que fonctions
deQ. Larelation (17) implique alors (18).

Nous sommea piésent en mesure d'annoncer nogsultat
de convergence.

Proposition 3.3 Soit (0 )k>0 et (Sk)kzo les suites grerées
par I'algorithme propog. Si ces suitesvifient

lim 5k - 5}6,1 - 0, lim gk - gk,1 — 0 (20)

k—+o00 k—+oo
alors, la suite de matrice$Qy)i>o converge vers l'unique
maximumQ, de 7 surC;.

Remarque 3.4 Avant détablir cette proposition, commenies
par le commenter. On peut tout d’abord constater qué&kiitat

Afin d’établir (21), nousttudions l'i€ration nunéro (k)
de I'algorithme. La matrice ;) maximise la fonctionQ—
log det (I+G (y (k) Sw(k))Q), ou de faonéquivalente la fonc-
tion Q — V (dy k) gw(k), Q), qui est bien entendu strictement
concave et diffrentiable au sens deatgaux. La Proposition
3.2 implique donc que

< V(i) Ou(r)s Qur))s Q — Qury > < 0

pour toutélementQ € C;. Consicronsa pesent le couple
(04 (k) 41> O (k)+1) Solution de (7) lorsqu& = Q. (x). On peut
se convaincre agsnent que, cons@ées en tant que fonction
de Q, les fonctionss et § sont continues. Par coaguent, la
convergence de la sous-suit®, ) implique celle des sous-
SUIteS (0 (k) + 1, 0 (k)+1) VErs des limites nées(5Y,57). Le
couple (5, 5¢) est solution de Bquation (7) pouQ = Q"
ie.s! = 5(QY) ets? = 5(Q"). Pour toutelementQ de €,

la relation (18) implique donc que

<7(Q).Q-Q¢ >=<V'(52,5/,QY),Q-Q! > (29)

(22)

La condition (20) implique par ailleurs que les sous-suitesy,), Sw(k))
convergenggalement ver&?, 5¥). Par congquent,
Jim <V G du), Qui), Q = Query >=
<V'(64,57,QY),Q - QY >.
L'in égalié (22) implique donc que
<V'(67,64,QY),Q-QY > <0

(24)

pour toutélementQ € ;. (18) permet donc de conclure.

ne permet pas d'affirmer que I'algorithme converge dans toufReferences
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