
Quelques propriétés d’un approximant de l’information mutuelle des
canaux MIMO de Rice bi-corrélés.

Julien DUMONT1, Walid HACHEM2, Samson LASAULCE3, Philippe LOUBATON4, Jamal NAJIM2
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Résuḿe –Dans cet article, nous nous intéressons̀a la d́etermination de la matrice de covariance optimisant l’information mutuelle moyenne
des canaux MIMO de Rice bi-corrélés. Ce probl̀eme est classiquement résolu par des techniques numériques ńecessitant l’utilisation de lourdes
simulations de Monte-Carlo. Dans [2] et [1], nous avons montré que l’information mutuelle moyenne peutêtre approxiḿee par un terme plus
simple d́efini comme sa limite quand le nombre d’antennes d’émission et de ŕeception convergent vers l’infini au même rythme. [1] indique que
l’approximant est fiable m̂eme pour des nombres d’antennes réalistes, et propose un algorithme d’optimisation de l’approximant de complexité
réduite. Des ŕesultats de convergence de cet algorithme sont annoncés sans preuve dans [1], notemment la concavité stricte de l’approximant qui
joue un r̂ole fondamental. Le but de cet article est de lesétablir.

Abstract – We address the evaluation problem of the capacity achieving input covariance matrices of correlated MIMO Rician channels. This
issue can be solved using high cost numerical methods based on Monte Carlo simulations. In [2] and [1], we showed that the ergodic mutual
information of such channels can be approximated by a simpler term defined as its limit when the number of transmit and receive antennas
converge to+∞ at the same rate. In [1], we have proposed a computationally attractive iterative maximization algorithm of the approximant.
Certain related convergence results are stated without proof in [1]. In the present paper, we establish the strict concavity of the approximant, as
well as these convergence results.

1 Introduction.

On consid̀ere un syst̀eme de communication muni det an-
tennes d’́emissions et der antennes de réception, et l’on d́esigne
parH la matricer × t repŕesentant les gains complexes entre
les différentsémetteurs et ŕecepteurs. A un instant donné, le
vecteury de dimensionr reçu peut s’́ecrire sous la forme

y = Hx + z (1)

où z est un vecteur aléatoire gaussien complexe de variance
σ2 repŕesentant le bruit thermique, et où x repŕesente le vec-
teur de dimensiont transmis par l’́emetteur. Afin de prendre en
compte le fait que la puissance totale d’émission est finie, la
matrice de covarianceQ = E(xxH) dex est suppośee v́erifier
la contrainte1

t
TrQ = 1.

Nous nous plaçons dans le contexte d’un canal MIMO de
Rice bi-corŕelé, c’est-̀a-dire que la matriceH poss̀ede la struc-
ture suivante :

H = A + V (2)

La matriceA est d́eterministe, et est duèa la pŕesence d’́eventuels
trajets directs entre les antennes d’émission et les antennes de

réception.V est une matrice aléatoire donńee par

V =
1
√
t
C1/2WC̃1/2 (3)

où W est une matrice aléatoire centŕee, dont leśeléments sont
des variables aléatoires gaussiennes complexes indépendantes
de variance 1 .V repŕesente la composante diffusive du canal
de propagation. Les matrices̃C > 0 andC > 0 mod́elisent les
corrélations entre antennes d’émission et de ŕeception respec-
tivement. Cette structure particulière correspond au très clas-
sique mod̀ele de Kronecker.

Afin de profiter des potentielles améliorations fournies par
les syst̀emes MIMO en terme d’accroissement de débit de trans-
mission, il est fondamental de configurer l’émetteur en fonction
des connaissances disponibles sur le canal. Dans le contexte du
présent article, nous supposons queH est connue du récepteur
(via des śequences d’apprentissage par exemple), tandis que,
du fait de la variabilit́e temporelle deV, seules les statistiques
de H, i.e. A, C, et C̃ sont connues de l’émetteur. L’une des
façons de poser le problème de la conception de l’émetteur est
de chercher̀a optimiser la matriceQ du vecteurx transmis.
L’un des crit̀eres les plus pertinents est l’information mutuelle
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moyenneI(Q), qui est d́efinie par

I(Q) = EH

[
log det

(
Ir +

1

σ2
HQHH

)]
. (4)

En effet, d́esignons parC le cône des matrices Hermitiennes
non-negativest × t et parC1 le sous-ensemble deC constitúe
des matricesQ pour lesquelles1

t
Tr(Q) = 1. Il est bien connu

que le d́ebit maximum susceptible d’être transmis de fac¸on
fiable sur le canal MIMOH est donńe par

CE = sup
Q∈C1

I(Q). (5)

et que le choix de la matriceQ∗ deC1 réalisant le maximum de
I est donc tr̀es recommandable. Par conséquent, il est tout̀a fait
fondamental d’̂etre en mesure de résoudre le problème d’op-
timisation (5). Pour ceci, on remarque que la fonctionQ →
I(Q) est strictement concave, et que l’ensembleC1 est convexe.
Par conśequent,Q∗ peutêtreévalúee par des techniques numériques
(voir par exemple [5]). Cependant, on se heurte au fait que l’ex-
pression analytique deI(Q) est extr̂emement complexe (voir
par exemple [3] dans le casC = I etC̃ = I), et que l’́evaluation
du gradient et du hessien deI doit être effectúee via des ḿethodes
de Monte Carlo. Ceci rend l’utilisation pratique de cette ap-
proche d́elicate dans un contexte opérationnel. Il est donc tout
à fait pertinent de chercherà approximerI(Q) par une fonction
dont la maximisation surC1 est plus simplèa ŕealiser.

Géńeralisant des ŕesultats obtenus dans le casA = 0 (voir
par exemple les références donńees dans [4]), [2] ont́etabli
que lorsquer et t tendent vers+∞ de telle sorte quer

t
→

c, avec 0< c < +∞, alors I(Q) peut être approxiḿe par
une fonctionI(Q) dont l’expression est relativement simple.
On peut de pluśetablir queI(Q) − I(Q) = O(1

t
). Puisque

I(Q) croit linéairement avect, ceci implique que l’erreur rela-

tive I(Q)−I(Q)
I(Q) est de l’ordre de1

t2
. Ceci permet de justifier le

fait, observ́e exṕerimentalement, queI(Q) est un approximant
fiable deI(Q), même pour des valeurs réalistes der et det.
Ceci implique en particulier qu’il est raisonnable d’approximer
Q∗ par la solutionQ∗ du probl̀eme de maximisation

max
Q∈C1

I(Q). (6)

Pour que ceci soit utile, il est bien entendu nécessaire de mettre
en évidence un algorithme de complexité ŕeduite permettant
d’optimiserI(Q). Un algorithme it́eratif de ce type áet́e intro-
duit récemment dans [1], mais faute de place, ses propriét́es de
convergence n’y ont paśet́e d́emontŕees. Le but de cet article
est d’́etablir ces propríet́es. Dans la section 2, nous démontrons
que la fonctionI est strictement concave surC1. Grâceà cette
propríet́e fondamentale, nouśetablissons dans la section 3 un
résultat de convergence de l’algorithme.

2 Concavit́e stricte deI.

Ainsi que nous l’avons rappelé plus haut, la fonctionQ →
I(Q) est strictement concave surC1. Cependant, rien ne garan-
tit à priori que l’approximantI poss̀ede cette propriét́e pour des
valeurs finies der et det. Or, la concavit́e stricte deI est une
propríet́e toutà fait fondamentale d̀es lors qu’il s’agit de mettre
enévidence des techniques numériques de maximisation.

2.1 Présentation de l’algorithme d’optimisation
de [1].

Nous commençons par rappeler l’expression deI(Q) donńee
dans [1], et en d́eduisons par la suite l’algorithme itératif pro-
pośe.

Nous commençons par introduire deux quantités auxiliaires
δ et δ̃, dépendant deQ, et qui sont d́efinies par les uniques
solutions strictement positives du système2× 2 suivant :{

κ = f(κ, κ̃,Q)

κ̃ = f̃(κ, κ̃,Q)
. (7)

où f(κ, κ̃,Q) est donńe par

1

t
Tr

[
C

(
σ2(I + Cκ̃) + AQ1/2(I + C̃(Q)κ)−1Q1/2AH

)−1
]

(8)
et f̃(κ, κ̃,Q) par

1

t
Tr

[
C̃(Q)

(
σ2(I + C̃(Q)κ) + Q1/2AH(I + Cκ̃)−1AQ1/2

)−1
]

(9)
avecC̃(Q) = Q1/2C̃Q1/2.

L’ équivalent d́eterministeI(Q) est alors donńe par la for-
mule

I(Q) = log det
[
I + G(δ, δ̃)Q

]
+ log det

[
I + δ̃C

]
− σ2tδδ̃

(10)

où G(δ, δ̃) represente la matrice définie positivet × t définie
par

G(δ, δ̃) = δC̃ +
1

σ2
AH(I + δ̃C)−1A (11)

La forme deI(Q) se pr̀ete particulìerement bieǹa un algo-
rithme de maximisation itératif au cours duquel les variables
Q et (δ, δ̃) sont ŕeactualiśees śeparemment. Ainsi, [1] propose
l’algorithme suivant :

– Initialisation :Q0 = I, (δ1, δ̃1) sont d́efinis comme les
solutions positives du système (7) dans lequelQ = Q0 =
I, et sontévalúes en pratique par l’algorithme du point
fixe. Q1 est alors d́efini comme le maximum surC1 de

la fonctionQ → log det
[
I + G(δ1, δ̃1)Q

]
, qui s’obtient

grâceà une classique procédure de water-filling.
– Iterationk : supposons queQk−1, (δk−1, δ̃k−1) sont dis-

ponibles.(δk, δ̃k) sont d́efinis comme les solutions de (7)
dans lequelQ = Qk−1. Qk s’obtient en maximisant sur

C1 la fonctionQ→ log det
[
I + G(δk, δ̃k)Q

]

2.2 Etablissement de la concavité large deI.

Nous commençons parétablir la concavit́e large deI. As-
sez curieusement, la concavité de la fonction d́eterminisiteI
est extr̂emement difficilèa établir directement, et notre preuve
utilise paradoxalement des résultats líes aux grandes matrices
aléatoires.

Les difficult́es soulev́ees par l’́etude directe de la concavité
deĪ(Q) proviennent du fait quēI est fonction deQ mais aussi
deδ et δ̃, dépendant eux-m̂eme deQ d’une façon peu explicite
via le syst̀eme (7). Pour contourner cette difficulté, on construit
des matrices aléatoiresmr × mt dont l’information mutuelle
moyenne (normaliśee) associée 1

m
Im(Q) va converger lorsque
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m → +∞ versĪ(Q). Comme la limite de fonctions concaves
(en l’occurence 1

m
Im(Q)) demeure concave, le résultat sera

démontŕe. Introduisons les matrices suivants :

∆ = Im ⊗C, ∆̃ = Im ⊗ C̃, Θ = Im ⊗A, Q̌ = Im ⊗Q

La matrice∆ est de taillerm × rm, les matrices∆̃ et Q̌ de
taille tm × tm et Θ, de taillerm × tm. Introduisons mainte-
nant :

V̌ =
1
√
mt

∆
1
2 W̌∆̃

1
2 et Ȟ = Θ + V̌ ,

oùW̌ est une matrice aléatoire centŕeerm×tm dont leśeléments
sont des variables gaussiennes complexes indépendantes centrées
et de variances 1. Alors l’information mutuelle moyenne as-

socíeeIm(Q̌) = E log det
(
Imr + ȞQ̌ȞH

σ2

)
admet uńequivalent

déterministeĪm(Q̌) défini par la formule (10) et le système (7)
où on aura pris soin d’effectuer les substitutions suivantes :

t↔ mt, r ↔ mr, A↔ Θ, Q↔ Q̌, C↔∆, C̃↔ ∆̃.

Du fait de la nature bloc-diagonale des matricesΘ, Q̌, ∆ et
∆̃, le nouveau système (7) est rigoureusement identiqueà l’an-
cien, et admet donc les m̂emes solutions. D’autre part, un cal-
cul immédiat montre que l’́equivalent d́eterministe normaliśe
1
m
Īm(Q̌) vérifie :

1

m
Īm(Q̌) = Ī(Q) , ∀m ≥ 1.

La théorie ǵeńerale rappeĺee en introduction nous assure que
Im(Q̌)− Īm(Q̌)→ 0 quandm→∞. En particulier,

lim
m→∞

1

m
Im(Q̌) = Ī(Q)

ce qui nous assure a priori la concavité deĪ(Q). Remarquons
que la concavit́e stricte de 1

m
Im(Q̌) ne se transf̀ere pas par

passagèa la limite. Il est donc ńecessaire de vérifier queĪ(Q)
est strictement concave.

2.3 Etablissement de la concavité stricte deI.

La démonstration complète de la concavité stricte est trop
longue pour pouvoir̂etre reproduite int́egralement ici. Nous
nous contentons donc d’en donner lesétapes principales. Nous
commençons par le lemme immédiat suivant.

Lemme 2.1 La fonctionQ→ Ī(Q) est strictement concave si
et seulement si pour toutes matricesQ1 etQ2 deC1, Q1 �= Q2,
la fonctionψ(λ) définie sur[0, 1] par

ψ(λ) = Ī (λQ1 + (1− λ)Q2)

est strictement concave sur]0, 1[.

SoientQ1 et Q2, Q1 �= Q2, deuxéléments fix́es deC1. Le
principe de la preuve consisteà établir la stricte concavité de
ψ sur [0, 1]. Pour cela, on commence par remarquer que si on
définit ψm(λ) pour toutm ∈ N par

ψm(λ) =
1

m
Im (λQ1 + (1− λ)Q2)

alors,ψm est strictement concave sur[0, 1], et pour toutλ ∈
[0, 1],

lim
m→+∞

ψm(λ) = ψ(λ)

Par ailleurs, un calcul un peu fastidieux permet d’établir qu’il
existe un ŕeel strictement positifκ tel que

ψ
′′

m(λ) < −κ (12)

pour toutm ∈ N et toutλ ∈ [0, 1]. La stricte concavit́e provient
alors du lemme suivant dont la preuve est omise faute de place.

Lemme 2.2 Soit(fm)m∈Z une suite de fonctions deux fois conti-
nument d́erivables et strictement concaves sur[0, 1] conver-
geant simplement sur[0, 1] vers une fonctionf . Alors, si il
existe un ŕeel strictement positifκ tel que

lim infm→+∞f
′′

m(λ) < −κ

alors la fonctionf est strictement concave sur[0, 1].

La stricte concavit́e deI provient imḿediatement de (12).

3 Convergence de l’algorithme.

Nous commençons par rappeler le concept classique de différentielle
au sens de Ĝateaux d’une fonction d́efinie surC1.

Définition 3.1 SoitW (Q) une fonction d́efinie onC1, et soient
Q et P 2 éléments deC1. Alors,W est dite differentiable au
sens de Ĝateaux au pointQ dans la directionP − Q si la
limite

lim
λ→0+

W (Q + λ(P−Q))−W (Q)

λ
(13)

existe. Dans ce cas, cette limite est notée< W ′(Q),P−Q >.

Il convient de noter que pour toutλ ∈ [0, 1], la matriceQ +
λ(P−Q) = (1− λ)Q + λP appartient̀aC1. Par conśequent,
W (Q + λ(P−Q)) a bien un sens pour toutλ ∈ (0, 1).

Nous rappelons̀a pŕesent un ŕesultat bien connu permettant
de caract́eriser le maximum d’une fonction strictement concave
surC1.

Proposition 3.2 SoitW une fonction strictement concave sur
C1. Alors, le maximum deW sur C1 est atteint en un unique
point Q∗ de C1. Si de plus pour touśelémentsQ,P de C1,
W est differentiable au sens de Gâteaux au pointQ dans la
directionP−Q, alors Q∗ est l’uniqueélément deC1 vérifiant

< W ′(Q∗),Q−Q∗ >≤ 0 (14)

pour toutélémentQ of C1.

Introduisons̀a pŕesent la fonctionV (κ, κ̃,Q) obtenue en remplac¸ant
dans l’expression (10) deI les solutions(δ, δ̃) de (7) (qui d́ependent
de Q) par des quantités fixes strictement positives(κ, κ̃). En
d’autres termes

V (κ, κ̃,Q) = log det[I + G(κ, κ̃)Q]
+ log det[I + κ̃C]− σ2tκκ̃

(15)

On peut alors remarquer que


∂V

∂κ̃
= −tσ2 (κ− f(κ, κ̃,Q))

∂V

∂κ
= −tσ2

(
κ̃− f̃(κ, κ̃,Q)

) (16)

La premìere relation provient directement de l’expression (15),
tandis que la deuxième s’obtient en transformant de fac¸on ad́equate
(15). (16) impliquent qu’au point(δ, δ̃) solution de (7), alors,(

∂V
∂κ

)
(δ,δ̃,Q)

= 0(
∂V
∂κ̃

)
(δ,δ̃,Q)

= 0
(17)
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Cette relation joue un rôle important dans la mesure où elle
permet de relier la diff́erentielle de Ĝateaux des fonctionsI et
V en un pointQ. Plus pŕecisemment, pour toutκ, κ̃, désignons
par< V ′(κ, κ̃,Q),P−Q) la différentielle au sens de Gâteaux
de la fonctionQ → V (κ, κ̃,Q) au pointQ dans la direction
P−Q. Nous pŕetendons en effet que pour toutQ etP,

< I
′
(Q),P−Q >=< V ′

(
δ, δ̃,Q

)
,P−Q > (18)

où δ et δ̃ sont les solutions de (7). Cetteégalit́e provient direc-
tement de la r̀egle de calcul des dérivées des fonctions com-
pośees :

< I
′
(Q),P−Q >=< V ′(δ, δ̃,Q),P−Q) > +(

∂V
∂κ

)
(δ,δ̃,Q)

< δ′,P−Q > +(
∂V
∂κ̃

)
(δ,δ̃,Q)

< δ̃′,P−Q >

(19)

où< δ′,P−Q > et< δ̃′,P−Q > repŕesentent les diff́erentielles
au sens de Ĝateaux deδ et δ̃ consid́eŕees en tant que fonctions
deQ. La relation (17) implique alors (18).

Nous sommes̀a pŕesent en mesure d’annoncer notre résultat
de convergence.

Proposition 3.3 Soit (δk)k≥0 et (δ̃k)k≥0 les suites ǵeńerées
par l’algorithme propośe. Si ces suites vérifient

lim
k→+∞

δk − δk−1 → 0, lim
k→+∞

δ̃k − δ̃k−1 → 0 (20)

alors, la suite de matrices(Qk)k≥0 converge vers l’unique
maximumQ∗ deI surC1.

Remarque 3.4 Avant d’́etablir cette proposition, commenc¸ons
par le commenter. On peut tout d’abord constater que le résultat
ne permet pas d’affirmer que l’algorithme converge dans tous
les cas, mais que si les conditions (20) sont vérifiées, alors la
convergence versQ∗ est assuŕee. En pratique, nous n’avons ja-
mais observ́e de cas de non convergence de l’algorithme, mais
au cas òu de tels ph́enom̀enes pourraient apparaı̂tre, la condi-
tion (20), qui peut̂etre test́ee tr̀es simplement, permet de les
diagnostiquer, et de commuter sur un algorithme d’optimisa-
tion concave plus standard, mais plus couteux, basé sur une
technique de descente couplée avec une ḿethode de barrìere.
Nous pensons donc que l’algorithme proposé est un outil tout
à fait fiable en pratique.

Preuve de la proposition.Nousétablissons̀a pŕesent la pro-
position 3.3. Pour ceci, nous commençons par remarquer que
la suite(Qk)k≥0 est borńee, et reste donc dans un ensemble
compact. Afin d’́etablir sa convergence, il suffit donc de mon-
trer que toutes ses suites extraites convergentes convergent vers
la même limite.

Nous consid́erons donc(Qψ(k))k≥0, une suite extraite conver-
gente, òu la suiteψ(k) est une suite strictement croissante d’en-
tiers naturels. Nous notonsQψ

∗ la limite de cette suite extraite.
Si nous montrons que

< I
′
(Qψ

∗ ),Q−Qψ
∗ > ≤ 0 (21)

pour toutQ ∈ C1, la Proposition 3.2 impliquera queQψ
∗ coin-

cide avecQ∗. Ceci permettra bien d’établir que toute sous-suite
convergente extraite de(Qk)k≥0 converge versQ∗.

Afin d’ établir (21), nouśetudions l’it́eration nuḿero ψ(k)
de l’algorithme. La matriceQψ(k) maximise la fonctionQ�→

log det(I+G(δψ(k), δ̃ψ(k))Q), ou de fac¸onéquivalente la fonc-
tion Q �→ V (δψ(k), δ̃ψ(k),Q), qui est bien entendu strictement
concave et diff́erentiable au sens de Gâteaux. La Proposition
3.2 implique donc que

< V ′(δψ(k), δ̃ψ(k),Qψ(k)),Q−Qψ(k) > ≤ 0 (22)

pour toutélémentQ ∈ C1. Consid́eronsà pŕesent le couple
(δψ(k)+1, δ̃ψ(k)+1) solution de (7) lorsqueQ = Qψ(k). On peut
se convaincre aisément que, considéŕees en tant que fonction
de Q, les fonctionsδ et δ̃ sont continues. Par conséquent, la
convergence de la sous-suiteQψ(k) implique celle des sous-

suites(δψ(k)+1, δ̃ψ(k)+1) vers des limites notées(δψ∗ , δ̃
ψ
∗ ). Le

couple(δψ∗ , δ̃
ψ
∗ ) est solution de l’́equation (7) pourQ = Q

ψ

∗

i.e. δψ∗ = δ(Q
ψ

∗ ) et δ̃ψ∗ = δ̃(Q
ψ

∗ ). Pour toutélémentQ deC1,
la relation (18) implique donc que

< I
′
(Qψ

∗ ),Q−Qψ
∗ >=< V ′

(
δψ∗ , δ̃

ψ
∗ ,Q

ψ
∗

)
,Q−Qψ

∗ > (23)

La condition (20) implique par ailleurs que les sous-suites(δψ(k), δ̃ψ(k))

convergent́egalement vers(δψ∗ , δ̃
ψ
∗ ). Par conśequent,

lim
k→+∞

< V ′(δψ(k), δ̃ψ(k),Qψ(k)),Q−Qψ(k) >=

< V ′(δψ∗ , δ̃
ψ
∗ ,Q

ψ
∗ ),Q−Q

ψ
∗ > .

(24)

L’in égalit́e (22) implique donc que

< V ′(δψ∗ , δ̃
ψ
∗ ,Q

ψ
∗ ),Q−Qψ

∗ > ≤ 0

pour toutélémentQ ∈ C1. (18) permet donc de conclure.
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